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通信原理第 1 次阶段考试参考答案
学生阅读版

说明

本卷的频率变量写为 f，单位为 Hz。通信工程常把载频、带宽和频带边界写成 Hz、kHz、MHz
或 GHz；与 ω 的换算和公式差别见附录一。信源符号、比特和码元分别计数，单位不能混用。周期且

不衰减的确定信号用傅里叶级数和 PSD；有限能量脉冲用傅里叶变换和 ESD。随机过程的均值、自相
关和 PSD 都是集合统计量。计算结束后，核对单位，再用积分或 R(0) 检查能量和平均功率。怎样从

变换对和性质出发求 FT、FS，附录二给出了图形和例题。

1 离散信源、编码与传输速率

题目

某无记忆四元信源 X 每秒输出 1000 个符号，其分布如下。发送端采用无损信源编码，编码后平

均长度为 1.75bit/源符号；随后采用信道编码。本题直接给出信道编码率 Rc = k/n = 3/4，并规定线

路比特率按 Rline = Rs/Rc 计算，其中 Rs 为信源编码输出比特率；最后以 4 进制方式传输。系统的

约定占用带宽为 B = 1.0 kHz。

符号 x1 x2 x3 x4

概率 1/2 1/4 1/8 1/8

1. 求各符号的自信息量 I(xi)，并求信源熵 H(X)。 （6 分）

2. 有同学认为“出现概率越小，单次信息量越大，所以它对平均熵的贡献一定越大”。请计算各项
piI(xi)，判断该说法。 （4 分）

3. 求信源编码输出比特率、信道编码后的线路比特率 Rline、码元速率 RB，以及码元频带利用率 η

和比特频带利用率 ηb。 （8 分）

4. 写出发送端三类处理的正确先后次序，并说明信源编码与信道编码为何不矛盾。 （4 分）

来源定位

课后作业题 第 1 章习题 1-5、1-6、1-7

知识点 K005 K006 K007 K008

解

第 1 步：离散消息的自信息量定义为 I(xi) = − log2 pi， K005 。因此

I(x1) = 1 bit, I(x2) = 2 bit, I(x3) = I(x4) = 3 bit.

平均信息量，也就是信源熵，定义为 H(X) =
∑

i piI(xi)， K006 。本题中

H(X) =
1

2
· 1 + 1

4
· 2 + 1

8
· 3 + 1

8
· 3.

1



通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

所以

H(X) = 1.75 bit/源符号.

（6 分）

第 2 步：熵中每个符号的贡献为

piI(xi) = 0.50, 0.50, 0.375, 0.375 bit/源符号.

出现概率小，单次自信息量会增大。但是熵中的贡献还要乘以出现概率。题中的说法不成立。

（4 分）

第 3 步：码元速率和信息速率需要分开计算， K007 。信源编码后的比特率为

Rs = 1000× 1.75 = 1750 bit/s.

题干已给出 Rc = 3/4 和 Rline = Rs/Rc，直接代入，线路比特率为

Rline =
Rs

Rc
=

1750

3/4
= 2333.3 bit/s.

4 进制码元携带 log2 4 = 2 个线路比特。因此

RB =
Rline
2

= 1166.7 Baud.

频带利用率按 η = RB/B、ηb = Rb/B 定义， K008 。由 B = 1.0 kHz，

η =
RB

B
= 1.167 Baud/Hz, ηb =

Rline
B

= 2.333 bit/(s ·Hz).

（8 分）

第 4 步：发送端先做 信源编码→ 信道编码→ 映射或调制。信源编码利用信源概率缩短平均码长。信
道编码增加可检错或纠错的结构。两者处理的对象和目的不同，所以不矛盾。

（4 分）

注意：Baud 表示每秒发送的物理码元数。bit/s 表示每秒发送的线路比特数。二进制固定映射
时，两者数值相同，但单位仍不同。

2 周期矩形脉冲的频谱、功率与带宽

题目

设周期信号 s(t) 的周期 T0 = 1ms。在一个周期 −T0/2 ≤ t < T0/2 内，

s(t) =

2V, |t| < T0/4,

0, T0/4 ≤ |t| < T0/2.
(1)

1. 判断 s(t) 是能量信号还是功率信号，求基波频率 f0 和平均功率 P。 （6 分）

2. 求复指数傅里叶级数系数 C0, C1, C2, C3 及 Cn 的一般式。 （10 分）
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3. 写出双边功率谱密度 Ss(f)。若只保留直流分量和一阶谐波，求保留功率 Pkeep 及其占总功率的

比例。 （7 分）

4. 在“只保留直流和一阶谐波”的准则下，分别给出双边频带跨度和最高正频率。并说明为什么不
能把这两个数值当作原理想矩形脉冲的唯一“带宽”。 （5 分）

来源定位

课后作业题 第 2 章习题 2-3

Pre 题 Pre - Week3 题目一：周期矩形脉冲的频谱分析

知识点 K010 K011 K012 K013 K014 K017

解

第 1 步：s(t) 每隔 T0 重复一次，所以它是周期信号， K011 。它不衰减，能量发散。因此它是功率信

号， K012 。高电平持续半个周期，按 1Ω 归一化，

f0 =
1

T0
= 1 kHz, P = 22 × 1

2
= 2 W.

（6 分）

第 2 步：先取一个周期内居中的矩形脉冲

p(t) =

2, |t| < T0/4,

0, 其他.

按背诵的矩形脉冲傅里叶变换对，A rect(t/τ)的变换为 Aτ sinc(fτ)，其中 sinc(u) = sin(πu)/(πu)。因
此

P (f) = T0 sinc
(
fT0

2

)
.

周期信号 s(t) =
∑

m p(t−mT0) 的傅里叶级数系数与 P (f) 的关系为

Cn =
1

T0
P (nf0), f0 =

1

T0
,

这就得到

C0 = 1 V, Cn =
2 sin(nπ/2)

πn
V (n ̸= 0).

下面再按傅里叶级数定义式核对。周期功率信号用傅里叶级数表示， K013 ：

s(t) =
∞∑

n=−∞
Cne

j2πnf0t. (2)

直流项为

C0 =
1

T0

∫ T0/4

−T0/4
2dt.

当 n ̸= 0 时，

Cn =
1

T0

∫ T0/4

−T0/4
2e−j2πnt/T0 dt

=
2 sin(nπ/2)

πn
V.
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所以

C0 = 1 V, Cn =
2 sin(nπ/2)

πn
V (n ̸= 0).

代入 n = 1, 2, 3，

C1 =
2

π
V, C2 = 0, C3 = −

2

3π
V.

非零偶次谐波都为零。由于 s(t) 是实偶信号，C−n = Cn，且各系数为实数。

方法选择：本题只有一个居中的矩形脉冲，直接按定义积分已经很简洁。一个周期内若有多段

脉冲、时移或叠加项，逐项积分会变长。此时先由矩形母信号写出 P (f)，再用 Cn = P (nf0)/T0

取样。

附录提示：附录一第 4 节说明怎样把以 ω 写出的母谱换成本卷的 f 域表达式。附录二 B 展示宽、窄
方波的相加、相减和卷积；附录二 F 给出“先求周期片段 FT，再取样得到 FS”的例题。

（10 分）

第 3 步：功率谱密度描述功率在频率上的分布， K017 。周期功率信号的双边 PSD 为

Ss(f) =
∞∑

n=−∞
|Cn|2δ(f − nf0).

只保留 n = 0,±1 时，
Pkeep = |C0|2 + 2|C1|2 = 1 +

8

π2
.

所以

Pkeep ≈ 1.8106 W,
Pkeep
P

=
1

2
+

4

π2
≈ 90.5%.

方法选择：这里已经得到 Cn。直接用 |Cn|2 写 PSD 和保留功率即可。若先求周期自相关，再
对自相关作 FT，会多出一次积分；只有题目已经给出自相关时才采用这条路。

（7 分）

第 4 步：带宽是通信系统中的有限资源， K010 。有效带宽必须先说明采用的准则， K014 。保留直流

和一阶谐波时，双边频带为 [−f0, f0]。因此

双边频带跨度 = 2f0 = 2 kHz, 最高正频率 = f0 = 1 kHz.

这两个数值只对应题设的截断准则。理想矩形脉冲列含有无限多个谐波，所以它本身不严格带限。采

用 95% 或 99% 保留功率的准则时，带宽会不同。

（5 分）

注意：Cn 是复幅度。|Cn| 是幅度谱高度。PSD 的谱线权重是 |Cn|2。C3 为负只表示相位为 π。

3 自相关函数与延时相减信号

题目

设 x(t) 是实能量信号，其自相关函数为

Rx(τ) = Ee−a|τ |, E > 0, a > 0. (3)
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令

y(t) = x(t)− x(t− T ), T > 0. (4)

1. 判断 x(t) 与 y(t) 的信号类型，求 Ex。 （5 分）

2. 由 Rx(τ) 求能量谱密度 Gx(f)。 （6 分）

3. 求 Y (f) 与 Gy(f)。指出 Gy(f) 为零的频率。 （8 分）

4. 求 Ry(τ) 和 Ey，并说明 y(t) = x(t)− x(t− T ) 中的减号对能量产生什么影响。 （6 分）

来源定位

课后作业题 第 2 章习题 2-5、2-6、2-7

知识点 K012 K016 K018

解

第 1 步：能量信号的自相关函数在零延时处等于总能量， K012 、 K018 。因此

Ex = Rx(0) = E.

所以

Ex = E.

x(t) 是能量信号。y(t) 是两个能量信号之差，因此也是能量信号。两者都使用 ESD。

（5 分）

第 2 步：能量谱密度和自相关函数互为傅里叶变换， K016 、 K018 。

先用 FT 变换对。背诵的双边指数信号变换对为

e−a|t| F←−→ 2a

a2 + (2πf)2
, a > 0.

由线性性质，时域乘以 E，频域也乘以 E。因此一步得到

Gx(f) = F{Ee−a|τ |} = 2Ea

a2 + (2πf)2
.

再用 FT 定义式核对。直接写成

Gx(f) =

∫ ∞

−∞
Ee−a|τ |e−j2πfτ dτ.

e−a|τ | 是偶函数，正弦项积分为零，所以

Gx(f) = 2E

∫ ∞

0
e−aτ cos(2πfτ) dτ

= 2E · a

a2 + (2πf)2
=

2Ea

a2 + (2πf)2
.

两种方法所得结果相同。

方法选择：双边指数是已知母信号，直接使用变换对即可。幅度、时移或尺度改变后，仍可继

续使用性质表。定义式适合用来核对，或处理无法分解成常见母信号的波形。
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附录提示：附录一第 2、3 节列出双边指数和常用性质。附录二 E 展示双边指数、正弦调制和因果指
数高阶幂的求法。

（6 分）

第 3 步：先用 FT 的线性和时移性质。 x(t− T )
F←−→ X(f)e−j2πfT，所以

Y (f) = X(f)
(
1− e−j2πfT

)
.

因此

Gy(f) = |Y (f)|2

= Gx(f)
∣∣∣1− e−j2πfT

∣∣∣2
= 4 sin2(πfT )Gx(f).

代入 Gx(f)，

Gy(f) =
8Ea sin2(πfT )

a2 + (2πf)2
.

当 f = k/T，k = 0,±1,±2, . . . 时，sin(πfT ) = 0。所以

Gy(f) = 0 当 f =
k

T
, k ∈ Z.

再用 FT 定义式核对。
Y (f) =

∫ ∞

−∞
[x(t)− x(t− T )]e−j2πft dt

= X(f)−
∫ ∞

−∞
x(t− T )e−j2πft dt.

第二项令 u = t− T，便有 ∫ ∞

−∞
x(t− T )e−j2πft dt = e−j2πfTX(f),

仍得到 Y (f) = X(f)(1− e−j2πfT )，再取模平方即可得到上式。

方法选择：延时副本在频域只多一个相位因子。先提出 X(f)，再处理各项的系数和相位，就

能得到结果。定义式换元可作核对。题中出现 x(t − t0) 或多个延时副本的和、差时，先写时

移性质。

附录提示：附录一第 3 节列出时移性质。附录二 C 给出反折、尺度、时移的组合，以及多个延时副本
如何整理成一个相位多项式；同一写法也适用于回波和差分系统。

（8 分）

第 4 步：自相关函数刻画信号与其延时副本的关系， K018 。按 y(t) = x(t)− x(t− T ) 展开，

Ry(τ) = 2Rx(τ)−Rx(τ − T )−Rx(τ + T )

= E
[
2e−a|τ | − e−a|τ−T | − e−a|τ+T |

]
.

令 τ = 0，

Ey = Ry(0) = 2E
(
1− e−aT

)
.

由于 0 < e−aT < 1，有 Ey < 2E。减号使两项的重叠部分相互抵消，所以 y(t) 的能量小于两项能量之

和。
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方法选择：本小题直接展开自相关函数最短。也可把第（3）小题的 Gy(f) 反变换；频域乘积

会变成时域移位组合，最后仍得到 2Rx(τ)−Rx(τ − T )−Rx(τ + T )。先判断哪种写法步骤更

少。

附录提示：附录二 C 的延时副本例把同一结构推广到
∑

k akx(t− tk)；附录二 H 比较了性质法和定义
式的适用情形。

（6 分）

4 随机相位正弦过程的统计描述

题目

令 Θ 在 [0, 2π) 上均匀分布，定义随机过程

X(t) = A cos(2πf0t+Θ), A > 0, f0 > 0. (5)

1. 说明该过程的样本函数是什么形式，并求均值 mX(t)。 （5 分）

2. 求自相关函数 RX(t1, t2)，判断该过程是否为广义平稳过程，并写出 RX(τ)。 （8 分）

3. 由 RX(τ) 求双边功率谱密度 SX(f)，并用 PSD 的总面积核对平均功率。 （7 分）

4. 某同学只观察到一条正弦样本曲线，便断言该过程一定平稳，且可由其自相关或 PSD 恢复随机
初相位 Θ。请分别评价这两项判断。 （5 分）

来源定位

课后作业题 第 3 章习题 3-2、3-3、3-5

Pre 题 Pre - Week2 题目一、题目二：余弦/正弦信号的自相关与功率谱密度

知识点 K020 K021 K022 K023 K024 K025 K026

解

第 1 步：随机过程是随时间变化的一族随机变量， K020 。每固定一个相位 θ，就得到一条样本函数：

x(t; θ) = A cos(2πf0t+ θ).

均值是随机过程的数字特征， K021 。因为 Θ 在 [0, 2π) 上均匀分布，

mX(t) =
1

2π

∫ 2π

0
A cos(2πf0t+ θ) dθ.

因此

mX(t) = 0.

（5 分）

第 2 步：自相关函数描述同一过程在两个时刻的关联， K022 。由积化和差公式，

RX(t1, t2) = E{X(t1)X(t2)}

=
A2

2
cos [2πf0(t2 − t1)] .

7
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广义平稳过程的均值为常数，自相关只与时差有关， K023 。本题满足这两个条件。令 τ = t2 − t1，

RX(τ) =
A2

2
cos(2πf0τ).

（8 分）

第 3 步：平稳随机过程的 PSD 描述平均功率在频率上的分布， K025 。维纳–辛钦定理给出 PSD 与

自相关函数互为傅里叶变换， K026 。

先用余弦 FT 变换对。由

cos(2πf0t)
F←−→ 1

2
[δ(f − f0) + δ(f + f0)] ,

以及线性性质，直接得到

SX(f) =
A2

4
[δ(f − f0) + δ(f + f0)] .

再化为复指数核对。把自相关函数写成

RX(τ) =
A2

4

(
ej2πf0τ + e−j2πf0τ

)
.

再用 ej2πf0τ
F←−→ δ(f − f0) 和 e−j2πf0τ F←−→ δ(f + f0)，得到同一结果。两条谱线的权重之和为

A2

4
+

A2

4
=

A2

2
= RX(0).

所以平均功率为 A2/2。

方法选择：余弦的变换对可以直接使用。若信号带初相位，或有多条离散频率，再改写成复指

数相加会更方便。

附录提示：附录一第 2 节列出余弦、正弦的 f 域和 ω 域写法。附录二 G 从余弦调制得到的两份频谱
副本出发，还演示了怎样反推原信号。

（7 分）

第 4 步：只观察一条样本曲线，不能断言未知过程广义平稳。平稳性由集合统计量决定。本题能够判
断广义平稳，是因为已经给出 Θ 的概率分布。时间平均能否代替集合平均，还需要过程具有相应的各

态历经性， K024 。本题不能仅凭一条曲线证明这一条件。

RX(τ) 和 SX(f) 都不保留绝对初相位 Θ。因此

不能由自相关函数或 PSD 恢复Θ.

它们给出的是相关性和平均功率的频率分布。

（5 分）
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附录一：频率约定、编号变换对与编号性质

为什么要先练会灵活求 FT？
在本课程中，有限能量信号的能量谱由 FT 得到，周期确定信号先由 FS 系数得到谱线，随机
过程的 PSD 通常由自相关函数的傅里叶变换得到。换句话说，PSD 的正确、快速计算，首先
依赖于能否正确而灵活地得到 FT（以及由 FT 取样得到的 FS 系数）。若每道题都从定义积分
开始，容易漏掉时移相位、尺度因子和过零点，也难以看出不同波形之间的共同结构。

两个附录的目的，是把工程计算和专业从业人员常用的“先识别结构、再调用母谱和性质”的

快速路径整理出来：附录一给出统一的频率约定、编号变换对、性质和看图方法；附录二用 31
个例题把这些动作逐步练成。不要一上来就做积分变换；先看图、找母信号、拼出目标，再决

定是否需要积分核验。

先看形状再选母信号最后套用性质

建议不必把 31 题全部独立重算一遍，但应至少跟着每题的图形变化和公式链条想一遍，逐渐
形成“从形状想到变换”的习惯。

变换算子用手写花体 F。本卷采用频率 f（Hz），便于与载频、码元速率及带宽对应。角频率 ω

（rad/s）满足 ω = 2πf。全文变换对写成 x(t)
F←−→ X(f)。箭头上方的 F 表示整对函数互为傅里叶变

换。

1. 先统一约定，再判断形状

Xf (f) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−j2πft dt, x(t) =

∫ ∞

−∞
Xf (f)e

j2πft df,

Xω(ω) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−jωt dt, x(t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
Xω(ω)e

jωt dω.

Xf (f) = Xω(2πf), Xω(ω) = Xf (ω/2π).

若含冲激，要连同尺度一起换：δ(2πf − ωc) = δ(f − fc)/(2π)，其中 fc = ωc/(2π)。故 2πδ(ω− ωc) 在

f 域对应 δ(f − fc)。不能仅替换冲激括号中的符号。

为了突出过零点，本附录同时写出两种常用记法：

Sa(v) = sin v

v
, sinc(u) = sinπu

πu
= Sa(πu), Sa(0) = sinc(0) = 1.

以下 gT (t) = rect(t/T ) 表示中心为零、宽度 T、高度 1 的矩形母信号。当强调“门控”这个用途时，

另写

qT (t) = u(t+ T/2)− u(t− T/2) = gT (t),

其中 qT 的字母 q 只提示 gate/window；两者的函数值相同，后文矩形母信号统一写 gT。三角脉冲写

成

triT (t) =
(
1− |t|

T

)
+

, (z)+ ≡ max(z, 0).

下标 + 是“取正部”的记号，意思是负值截为零，并不是三角脉冲的另一种型号；T 是从中心到零点

的时间尺度，因此底宽为 2T。有限个端点取值不影响普通函数的变换。冲激和阶跃相关公式按广义函

数理解。
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怎样找零点：先写出 Sa 的自变量，再令它等于非零整数倍 π：

Sa(πT (f − fc)) = 0 =⇒ f = fc +
k

T
, k ∈ Z \ {0}.

若是时间波形 Sa(πB(t− t0))，同理得到 t = t0 + k/B。乘积取各因子零点的并集（重合则阶数相加）；

相加、相减必须先合并整个表达式，不能合并各项的零点集合。下文沿用学生习惯称“过零点”，其中

Sa2 等偶数重零点实际是触零，不改变正负号。

方法先行：把“看图”变成可执行的动作

先问三件事：哪里开始、哪里结束、内部怎样变化？对分段常数图，先读每段的左右边界和高度；对

直线图，先读斜率和跳跃；对振荡图，先分清包络与载波；对重复图，先量重复间隔。这些观察决定

下面哪一个构造方法最省事。M 是“怎样想到拆法”，T 是“母信号已知什么”，P 是“拆完怎样把
操作送到频域”。三类编号不能互相代替。

编号 从图上看到什么 图形特征/示意 怎么把目标捏出来；常用编号

[M1] 一块平台，有左右边界 宽度 T = b−a，中心 t0 = (a+b)/2，高度 A；写 AgT (t−t0)。
用 [T5]、[P1]、[P2]。

[M2] 多层平台、凸起、凹槽 按区间拼块，或先放大底座，再补上高度差。先逐区间验证

“拼出来等于目标”，再用 [T5]、[P1]。

[M3] 三角形或对称梯形 猜两个矩形滑动时的重叠长度。底宽是两宽之和，顶宽是两

宽之差，峰值是两高度乘较窄宽度。用 [T5]、[P8]。

[M4] 斜坡、折线、平台相连 观察斜率：求导可把斜线变为矩形，把跳跃变为冲激。再用

[P5] 或 [P7] 回去；母对用 [T1]、[T5]、[T12]。

[M5] 矩形或三角形出现在

频率轴

倒读 [T5]、[T6]、[T7]，或用对偶 [P12]；要交换函数角色
并保留反折，不能仅把字母 t 改成 f。

[M6] 同一形状每隔 T0 出现 先求母脉冲 P (f)，再由 [P17] 得 Cn = P (n/T0)/T0，由

[P16] 得周期 FT。

[M7] 慢包络里套着快速正

弦/余弦
把包络和载波分开，先算包络母谱，再用 [P10]、[P11] 向
载频平移；必要时用 [T8]–[T10]。

[M8] 自变量写成 at+ b 改为 a(t− t0)，其中 t0 = −b/a；先反折/尺度再整体平移。
用 [P3]、[P4]、[P2]。

[M9] 几份相同轮廓，位置或

符号不同

提取同一个母谱，剩下
∑

k ake
−j2πftk。用 [P2]、[P1]；冲

激串从 [T1] 或 [T11] 开始。

[M10] 母波形乘 t 或 tn 保留母谱，把乘时间改成频域求导。用 [P6]；先判断母谱是
否比时域更简单。

[M11] 已知调制/叠加后的频
谱，反求输入

先在频率轴上拆成平移副本，反推每份宽度、中心、高度，

再倒用 [P10]、[P11] 与母变换对。

[M12] 同一母图有许多变体 只保存一份母谱；每个子题另画操作链，用 [P1]–[P6]逐项
生成，不对每一幅图重新积分。

一题固定走六步：先把已知和所求分开写；画目标图并读出几何参数；选择 M 方法并解释形状依据；
写出并核验母信号组合式；用 T 母对、P 性质逐步算；最后检查面积、相位、对称性和零点。例如一

10
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条“高—更高—高”的轮廓提示 [M2]：先放宽矩形当底座，再在中央加窄矩形；不是看到最后答案才
倒写“由线性得”。

怎样用图验证自己的猜测？任选每一个分界点之间的区间，把所有母信号在这里的高度相加，核对是

否等于目标高度；卷积则核对开始重叠、完全进入、开始退出、完全离开的四个位置。只要这一步没

对上，先修正时域拼法，再计算频谱。

2. 编号变换对：T1–T12

编号与原总结保持一致。以下 a, T,B, T0 > 0，f0 = 1/T0、ω0 = 2π/T0。每行的第二列与第三列

（或第四列）组成一个
F←−→ 变换对。

编号 时域 x(t)
F←−→ Xf (f)

F←−→ Xω(ω)

[T1] δ(t) 1 1

[T2] 1 δ(f) 2πδ(ω)

[T3] e−atu(t)
1

a+ j2πf

1

a+ jω

[T4] e−a|t| 2a

a2 + (2πf)2
2a

a2 + ω2

[T5] gT (t) = rect(t/T ) T Sa(πfT ) T Sa(ωT/2)

[T6] B sinc(Bt) =
sin(πBt)

πt
rect(f/B) rect

( ω

2πB

)
[T7] triT (t) = (1− |t|/T )+ T Sa2(πfT ) T Sa2(ωT/2)

[T8] ej2πfct δ(f − fc) 2πδ(ω − ωc)

[T9] cos(2πfct)
δ(f − fc) + δ(f + fc)

2
π[δ(ω − ωc) + δ(ω + ωc)]

[T10] sin(2πfct)
δ(f − fc)− δ(f + fc)

2j

π

j
[δ(ω − ωc)− δ(ω + ωc)]

[T11]
∑
k

δ(t− kT0)
1

T0

∑
n

δ(f − nf0)
2π

T0

∑
n

δ(ω − nω0)

[T12] u(t)
1

2
δ(f) + PV 1

j2πf
πδ(ω) + PV 1

jω

这里 PV 是 Cauchy principal value（柯西主值）。它不是给 1/f 在 f = 0 规定一个普通数值，而

是按对称方式解释奇异积分： 〈
PV 1

f
, φ

〉
= lim

ε→0+

∫
|f |>ε

φ(f)

f
df.

左右两侧发散部分在对称极限中相互抵消；因此 T12中的 PV与原点的冲激项必须一起保留。[T6]与
旧稿的 sin(Ωt)/(πt) 是同一对，只需令 B = Ω/π。

3. 编号性质：P1–P18

已知 x(t)
F←−→ X(f)、h(t)

F←−→ H(f)。下表统一写 f 域；∗ 对所在变量作卷积。

编号 操作与名称 频域结果或对应关系

[P1] 线性：αx+ βh αX + βH

[P2] 时移：x(t− t0) e−j2πft0X(f)

11
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编号 操作与名称 频域结果或对应关系

[P3] 反折：x(−t) X(−f)

[P4] 尺度：x(at)，a ̸= 0 |a|−1X(f/a)

[P5] 时域微分：x(n)(t) (j2πf)nX(f)；跳跃处须计入冲激

[P6] 乘时间：tnx(t)

(
j

2π

)n
dnX(f)

dfn

[P7] 累积：

∫ t

−∞
x(v) dv PVX(f)

j2πf
+

X(0)

2
δ(f)

[P8] 时域卷积：x ∗ h X(f)H(f)

[P9] 时域相乘：xh X(f) ∗H(f)；在 f 域没有 1/(2π)

[P10] 复指数调制：ej2πfctx(t) X(f − fc)

[P11] 余弦调制：x(t) cos(2πfct) 1
2 [X(f − fc) +X(f + fc)]

[P12] 对偶：若 x(t)
F←−→ X(f) X(t)

F←−→ x(−f)；X(t) 表示把母谱自变量换成 t

[P13] 共轭：x∗(t) X∗(−f)

[P14] 实信号的共轭对称 X(−f) = X∗(f)；实部偶、虚部奇

[P15] 实信号的偶、奇部分 xe
F←−→ ReX，xo

F←−→ j ImX

[P16] 周期信号的 FS 展开：若 xp(t) =∑
n

Cne
j2πnf0t

其周期频谱对应为 Xp(f) =
∑
n

Cnδ(f − nf0)；Cn 是冲激

的权重，不是普通曲线高度

[P17] 周期化：xp(t) =
∑
m

p(t−mT0) Cn =
P (n/T0)

T0
；Xp(f) =

∑
n

P (n/T0)

T0
δ(f − n/T0)

[P18] 与冲激串卷积：p ∗
∑
m

δ(t−mT0) 等于 [P17] 的周期化，频域是 P (f)
1

T0

∑
n

δ(f − nf0)

[P17] 要求确实给出了该母信号的周期求和，并满足相应收敛条件；母信号不必恰好限制在一个
周期内。它与“只截取周期信号的一个周期，再置零”的办法有何关系，附录二 F 会用图和积分完整
说明。

从 f 换到 ω 时最易漏的四项：时移相位 2πft0 → ωt0；微分因子 j2πf → jω；时域乘积的频域卷积

要乘 1/(2π)；对偶式变为 Xω(t)
F←−→ 2πx(−ω)。换变量时必须使用同一整套约定。

4. 三个换算动作（详细图解见附录二）

动作一：矩形母谱换变量。已知 gT 的角频率谱 2 sin(ωT/2)/ω，求 f 域谱。由 [T5]，代入 ω = 2πf

得 T Sa(πfT )。零点从 ω = 2kπ/T 换成 f = k/T（k ̸= 0），仍表示同一物理频率。

动作二：性质连同系数一起换。已知 y(t) = x′(t− t0)，求 Yf。先按 [P2] 加相位，再按 [P5] 乘微分
因子，得 Yf (f) = j2πf e−j2πft0Xf (f)。若原母谱有 Sa 因子，时移不移动零点；微分会额外引入原点
零点，但要先检查原谱在原点有无奇异项。

动作三：母谱换变量后，在谐波点取值。已知 xp(t) =
∑

m p(t−mT0) 和 Pω，求 FS 系数。由 [P17]，

Cn =
1

T0
Pω(2πn/T0) =

1

T0
Pf (n/T0).

系数不变，谱线的横坐标单位改变；周期信号的 FT在 ω域的冲激权重为 2πCn，在 f 域为 Cn（[P16]）。
若母谱含 Sa(πfT )，先求 f = k/T，再判断是否与 f = n/T0 重合，才能判定第 n 条谱线是否消失。
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附录二：从母信号出发，逐步求 FT 与 FS

本附录围绕“先看形状、再选母信号、最后调用性质”的解题路径展开。每道例题都先写出信号

表达式和要求，再把图形变化翻译成公式，最后检查面积、对称性和零点。所有例题采用 f（Hz）；
Sa(v) = sin v/v，sinc(u) = Sa(πu)。

附录二 A：读题时先画哪几笔

先读附录一的 [M1]–[M12]、[T1]–[T12] 和 [P1]–[P18]。图中横轴一律标清 t 或 f；标注的宽

度、中心和幅度是计算依据。某些图使用归一化坐标，公式仍保留一般参数。没有给出具体母图的题，

用操作流程图代替虚构波形。

阅读顺序 例题范围 训练目标

B：方波各种变形 1–13 时移、变宽、叠加、凸凹、卷积、频域方波、带通搬移，

以及由单个方波周期化求 FS

C：位置与副本 14–16 先整理自变量，再用同一个母谱生成多个变体

D：斜坡与折线 17–18 从斜率想求导，从饱和平台想积分补常数

E：乘积与微分 19–23 把复杂操作送到更容易计算的一侧

F：非周期到周期 24–29 证明“母谱取样除周期”，并把凸、凹、三角、梯形波周

期化

G：调制与反推 30–31 从包络搬谱，从拼合后的频谱倒找母图

编号怎么读：“[M2] → [T5] → [P2]、[P1]”表示：看形状决定用矩形拼块；查矩形母变换对；每块
加对应的时移相位；最后按高度和正负号相加。普通代数变形，如欧拉公式或三角恒等式，将直接写

明名称；它们不另冒充一条傅里叶性质。读完一题，要能遮住频域答案，单凭图独立写出“母信号怎

样组成目标”的那一行。

附录二 B：第一类——方波的各种变形

为什么方波是第一类重点？

在理想基带模型中，数字序列就是按码元间隔排列的一串方波（矩形码元脉冲）。码元的幅度、

宽度、位置和正负号一改变，就会出现阶梯波、凸字波、凹字波、三角波、梯形波以及它们的

周期化和带通搬移。数字通信中经常要由这些组合波形计算 FT、FS 和 PSD，因此必须先把方
波及其衍生波形的谱读熟。

本类训练的重点不是背一个矩形公式，而是看图把目标波形拆成 gT (t) 的加、减、时移、缩放、

卷积和周期复制；每一步先说明“母方波怎样被捏成目标”，再调用编号变换对和性质。掌握这

条路径，后续数字基带和数字带通调制中的 PSD 计算就能直接复用同一套思路。

这里把有限时长的矩形脉冲也称为“方波”，但它与无限周期方波不同。先约定单位高度的母矩形

gT (t) = rect(t/T ) =

1, |t| < T/2,

0, |t| > T/2,
T > 0.
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端点取值不改变本节的傅里叶变换。以下各题取 A > 0，并反复使用

gT (t)
F←−→

[T5]
T Sa(πfT ), Sa(u) = sinu

u
, Sa(0) = 1.

看图的起点：矩形的三个独立参数是高度、宽度、中心位置。高度乘 A，频谱也乘 A；宽度为 T，频

谱含 T Sa(πfT )；中心移到 t0，再乘 e−j2πft0。画得再复杂，只要能拆成这些积木，每块都可以这样读

取。本类先做非周期信号；例题 13 先演示一个方波怎样周期化并得到周期 FS，附录二 F 再把同一结
论推广到一般母信号、凸字波、凹字波、三角波和梯形波。

例题 1：同一个方波，改变高度、宽度和位置

已知：x1(t) = AgT (t− t0)，其中 A > 0、T > 0。

求：求 X1(f) = F{x1(t)}，说明 A, T, t0 分别怎样改变频谱，并求 X1(f) 的零点。

看图怎样想到：先在图上找左右边界。两边界之差就是宽度 T，平均值就是中心 t0。因此不用把两个

边界分别代入积分；按[M1]认出矩形，再按[M8]先改变宽度和高度，最后整体平移。

t
0

g1(t)

−1/2 1/2

1

改宽度

乘高度

t
0

AgT (t)

−T/2 T/2

A
t0

t
0

目标 x(t)

t0

T

第 1 步：把图上的三个参数写入公式。 原点处的矩形是 g1(t)。把 t 换成 t/T，宽度从 1 变为 T；乘

A 改高度；再把整个波形右移 t0：

g1(t)
尺度 [M8],[P4]−−−−−−−−−→ gT (t)

改高度 [P1]−−−−−−−→ AgT (t)
时移 [P2]−−−−−−→ x(t) = AgT (t− t0).

第 2 步：每一个时域动作，接上一个频域动作。 由[T5]与[P1]，先得到 AgT (t)
F←−→ AT Sa(πfT )；

再由[P2]，
X(f) = AT Sa(πfT )e−j2πft0 .

指数因子的模恒为 1，所以时移只改相位。高度 A 只改幅度；宽度 T 同时改变谱的峰值 AT 与零点间

隔 1/T。这就是“时域越宽，频域主瓣越窄”的具体来源。

Sa 过零点与合成零点：令 πfT = kπ，得 f = k/T，k = ±1,±2, . . .。不能取 k = 0，因为 Sa(0) = 1。

第一个正、负零点为 ±1/T，主瓣两零点之间的宽度为 2/T。时移相位不产生、也不移动零点。

核验： X(0) = AT，正好是矩形面积；当 t0 = 0 时，实偶波形对应实偶频谱，符合[P14]。

14



通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 2：等高、等宽、互不重叠的两个方波

已知：x2(t) = AgT (t+ d/2) +AgT (t− d/2)，其中 d > T > 0。

求：求 X2(f) = F{x2(t)}，分别指出宽度因子和中心间距因子产生的零点。

看图怎样想到：图上两个方波完全同形，区别只有位置。按[M9]把它们看成一个母脉冲的两个延时副
本。先保留共同母谱，再把两个相位相加；不要对左右两个区间各积分一次。

t

母脉冲 AgT (t)

T

复制两份

向左右移动

t
−d/2 d/2

A A

d

目标：两个同形副本相加

第 1 步：从中心位置写出两个副本。 按[M8]，中心在 −d/2 的副本写为 AgT (t + d/2)，而不是

AgT (t− d/2)。因此

x(t) = AgT (t+ d/2) +AgT (t− d/2).

第 2 步：提取共同母谱，让相位自己相加。 用[T5]、[P2]分别处理两个副本，再用[P1]：

X(f) = AT Sa(πfT )ejπfd +AT Sa(πfT )e−jπfd

= AT Sa(πfT )
(
ejπfd + e−jπfd

)
= 2AT Sa(πfT ) cos(πfd) .

最后一步只是欧拉公式。现在可以“读谱”：Sa 因子保留单个方波的宽度信息，cos 因子记录两份副本
的间距。两脉冲虽然在时域不相交，频域中仍会因相位不同发生相消。

Sa 过零点与合成零点：Sa 因子：πfT = kπ ⇒ f = k/T，k ̸= 0。相位相消因子：cos(πfd) = 0⇒ f =

(2m+1)/(2d)，m ∈ Z。因为这里是相乘，总谱零点可取两组的并集；若两组在同一点重合，则零点阶
数相加。例如 d = 3T/2 时 f = ±1/T 恰为两因子的共同零点。

核验： X(0) = 2AT；图形实偶，结果也实偶，符合[P14]。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 3：等高、不同宽度、位置不对称的两个分离方波

已知：x3(t) = AgT1(t− t1) +AgT2(t− t2)，两块不重叠；具体取 T1 = 2T, t1 = 0, T2 = T, t2 = 3T。

求：先求一般 X3(f)，再代入具体参数；求零点并解释为什么不能直接套用例题 2 的“同一个 Sa 乘
余弦”形式。

看图怎样想到：按[M1]分别读取每一块的宽度与中心。等高不等于同形：宽度不同，母谱也不同。先
用[M8]逐块处理，再找公共因子；是否能合并成余弦，要由代数结构决定。

t

Ag2T (t)

−T T

+
t

AgT (t)

T

移 3T

t
0 3T

目标：宽 2T 与宽 T

第 1 步：每一块先独立写对。 [T5]配合[P2]、[P1]给出一般式

X(f) = AT1 Sa(πfT1)e
−j2πft1 +AT2 Sa(πfT2)e

−j2πft2 .

具体波形的两个支撑区间是 (−T, T ) 与 (5T/2, 7T/2)，因此

x(t) = Ag2T (t) +AgT (t− 3T ), X(f) = 2AT Sa(2πfT ) +AT Sa(πfT )e−j6πfT .

第 2 步：用宽度比寻找能提出的公共因子。 令 u = πfT，利用 2Sa(2u) = 2 Sa(u) cosu，得到

X(f) = AT Sa(u)
[
2 cosu+ e−j6u

]
, u = πfT.

这一步是三角恒等变形，不是新的变换性质。它的作用是把零点问题拆成两个较小问题。由于两块的

宽度不同，括号没有化成单独的实余弦，符合原图不关于原点对称的事实。

Sa过零点与合成零点：公共 Sa因子给出 u = kπ，即 f = k/T，k ̸= 0。额外零点须解 2 cosu+e−j6u = 0：

先取模得 |2 cosu| = 1。若 cosu = 1/2，则候选 u = 2ℓπ±π/3处 e−j6u = 1，不能相消；若 cosu = −1/2，
则 u = 2ℓπ ± 2π/3 处恰能相消。因此额外零点为 f = (2ℓ± 2/3)/T，ℓ ∈ Z。对一般 T1, T2, t1, t2，必

须解两个复数项之和为零，不能把两块 Sa 的零点取并集。

核验： X(0) = 3AT，等于两块面积之和；X(−f) = X∗(f)，符合实信号的[P14]。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 4：等高宽窄方波相加，捏成“凸”字波

已知：x4(t) = Ag3T (t) +AgT (t)。

求：由两块矩形拼出 x4(t)，求 X4(f) = F{x4(t)} 及全部频谱零点。

看图怎样想到：从最低的非零台阶向上看：先铺一块宽 3T、高 A 的底座，再在中央补一块宽 T、高

A 的矩形。这是[M2]的“按高度差添积木”。中央目标高度是 2A，但补上的高度仅是 2A−A = A。

t

底座：Ag3T

3T

+
t

补高：AgT

T

t

目标凸字波
2A

A

−3T/2 3T/2

第 1 步：先检验“拼凑”的时域式。

x(t) = Ag3T (t) +AgT (t).

中央两块重叠，故高度为 A+A = 2A；两翼只有底座，故高度为 A。这一步逐区间核对图形，比直接

记住“凸字波的公式”可靠。

第 2 步：矩形变换对加上线性，先保留可读的两项。 用[T5]与[P1]：

X(f) = 3AT Sa(3πfT ) +AT Sa(πfT ).

两项分别来自底座和中央补块，系数中的 3T, T 都是各自面积因素。

第 3 步：要找总谱零点，再把相加式化成乘积。 令 u = πfT，用和差化积：

X(f) = AT
sin 3u+ sinu

u
= 2AT

sin 2u cosu
u

= 4AT Sa(2u) cosu.

Sa 过零点与合成零点：最终乘积中，Sa(2u) = 0 给出 f = k/(2T )，k ̸= 0；cosu = 0 给出 f =

(2m+ 1)/(2T )，已包含在前一组中。所以全部零点为 f = k/(2T )，k ̸= 0；奇数 k 处两因子同时为零，

是二重零点，偶数 k 处是一重零点。不能把最初 Sa(3πfT )与 Sa(πfT )的零点直接合并：它们是相加。
例如 f = 1/(3T ) 虽使底座那一项为零，中央补块那一项仍非零。

核验： X(0) = 4AT，即底座面积 3AT 加补块面积 AT；实偶性也一致，见[P14]。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 5：等高宽窄方波相减，挖出中央为零的“凹”字波

已知：x5(t) = Ag3T (t)−AgT (t)。

求：由“底座减缺口”构造 x5(t)，求 X5(f) = F{x5(t)} 及零点，并说明它与两个移位矩形相加的等
价关系。

看图怎样想到：从完整的宽方波出发，中央不该出现的部分恰好是一块窄方波。按[M2]做“底座减缺
口”。再换一种看法：剩下的两翼是两个宽 T、中心在 ±T 的副本，可以用[M9]交叉核验。

t

Ag3T (t)

−
t

挖去 AgT (t)

−T/2 T/2
t

目标：中央完全挖空

−T T

0

第 1 步：先减掉不需要的中央。
x(t) = Ag3T (t)−AgT (t).

[T5]与[P1]立即给出
X(f) = 3AT Sa(3πfT )−AT Sa(πfT ).

第 2 步：把“减法”化成“副本干涉”。 令 u = πfT，

X(f) = AT
sin 3u− sinu

u
= 2AT Sa(u) cos 2u.

也可以直接把图形读成

x(t) = AgT (t+ T ) +AgT (t− T ).

由[P2]与[P1]，两个相位相加等于 2 cos(2πfT )，与上面的 2 cos 2u 完全一致。同一个图形可以有不同
拆法；应选择最容易写对的那一种。

Sa 过零点与合成零点：Sa(u) 给出 f = k/T，k ̸= 0；cos 2u 给出 f = (2m+ 1)/(4T )。总谱零点为两

组并集，二者不重合。特别注意，中央被挖空并不意味着直流为零：时域仍全部非负且有面积。

核验： X(0) = 2AT，恰为两个宽 T、高 A 的矩形面积之和。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 6：三个等高方波逐层叠成多级阶梯波

已知：x6(t) = Ag5T (t) +Ag3T (t) +AgT (t)。

求：画出逐层构造过程，求 X6(f) = F{x6(t)}，并说明怎样从任意阶梯高度读出每一块矩形的系数。

看图怎样想到：按[M2]从外向内读“高度增量”：0→ A→ 2A→ 3A，每次增加 A。所以每层积木都

是高 A，宽度依次为 5T, 3T, T。不能把中央高度 3A 再作为一块的高度，否则会重复计算。

t

第 1 层：Ag5T

5T

+Ag3T

t

第 2 层：中央再加 A

+AgT

t

目标：A, 2A, 3A

−5T/2 5T/2

第 1 步：由每一次增高写出矩形。

x(t) = Ag5T (t) +Ag3T (t) +AgT (t).

更一般地，若从外到内的三级高度为 h1, h2, h3，则系数应为

h1g5T (t) + (h2 − h1)g3T (t) + (h3 − h2)gT (t).

其中负的高度差自然表示“挖去”，所以同一方法也能处理台阶不单调的形状。

第 2 步：逐层用同一个矩形变换对。 由[T5]和[P1]，

X(f) = AT
[
5Sa(5πfT ) + 3 Sa(3πfT ) + Sa(πfT )

]
.

若只求频谱，这个式子已经完成；若要零点，继续化简。

第 3 步：利用等间隔奇数宽度带来的结构。 令 u = πfT。三角恒等式 sinu + sin 3u + sin 5u =

sin2(3u)/ sinu 给出

X(f) = AT
sin2(3u)

u sinu
= AT Sa(u)

(
1 + 2 cos 2u

)2
.

最后一个形式在 u = kπ 处也能直接使用，避免把中间式的 0/0 误当作无穷大。

Sa 过零点与合成零点：Sa(u) = 0 给出 f = k/T，k ̸= 0。1 + 2 cos 2u = 0 给出 u = mπ ± π/3，即

f = (m ± 1/3)/T。合并后全部零点为 f = n/(3T )，n ̸= 0；当 n 是 3 的倍数时是一重零点，其他处

由平方因子产生二重零点，只接触零而不换号。这是先把相加式因式分解后得到的结论，不是把三项

Sa 的零点盲目取并集。

核验： X(0) = AT (5 + 3 + 1) = 9AT，也等于目标三层矩形的面积。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 7：一正一负的相邻方波——用相减消掉直流

已知：x7(t) = AgT (t+ T/2)−AgT (t− T/2)。

求：画出双极性脉冲，求 X7(f) = F{x7(t)} 及零点，并解释为什么低频处出现零点。

看图怎样想到：图上两半宽度相同、符号相反，因此按[M9]把右半看成左半的延时副本再相减。也可
按[M2]用两块矩形分别填充正、负区间。对称摆放后，两相位相减会变成正弦。

t

AgT (t+ T/2)

−T 0

−
t

AgT (t− T/2)

0 T
t

目标双极性脉冲

A

−A
−T

T

第 1 步：先把正负两半写成相同母脉冲。

x(t) = AgT (t+ T/2)−AgT (t− T/2).

两个支撑区间正好是 (−T, 0)、(0, T )。减号负责翻转第二块的高度，不是时间反折；把符号和位置分

开，较不容易混淆。

第 2 步：两个相位相减，留下正弦因子。 由[T5]、[P2]和[P1]，

X(f) = AT Sa(πfT )
(
ejπfT − e−jπfT

)
= 2jAT Sa(πfT ) sin(πfT ) .

若改用左端对齐的因果形式 p(t)− p(t− T )，频域对应 P (f)(1− e−j2πfT )，也是[M9]。在 f = 0，两

副本的相位相同且权重相反，所以必然相消。

Sa 过零点与合成零点：Sa 因子给出 f = k/T，k ̸= 0；正弦差分因子给出 f = m/T，含 m = 0。因

此全部零点为 f = m/T。原点是正弦因子产生的一重零点；所有非零整数倍处两个因子同时为零，是

二重零点。二重零点处相应实系数函数只触零，不穿过零。

核验：总面积 AT −AT = 0，故 X(0) = 0。x(t) 为实奇函数，X(f) 应为纯虚奇函数，与结果一

致，见[P14]、[P15]。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 8：同宽方波卷积——三角形的斜边从哪里来

已知：r(t) = AgT (t)，x8(t) = r(t) ∗ r(t)。

求：从重叠长度解释目标波形为什么是三角形，写出高度和宽度，进而求 X8(f) = F{x8(t)} 与零点。

看图怎样想到：看到“两个矩形卷积”，使用[M3]：固定一个矩形，把另一个反折后滑动。矩形内乘积
恒为 A2，积分只需知道重叠区间的长度。长度先线性增加、再线性减少，因此得到三角形。

τ

L(t)

固定实线、滑动虚线

−T/2 T/2

重叠长度

乘 A2

t

目标：峰值 A2T

−T 0 T
底宽 2T，顶端没有平台

第 1 步：把卷积积分读成一个几何量。

x(t) =

∫ ∞

−∞
r(τ)r(t− τ) dτ.

固定矩形占据 [−T/2, T/2]；滑动矩形占据 [t− T/2, t+ T/2]。当 |t| ≥ T 时没有重叠；当 |t| < T 时，

重叠长度为 T − |t|。所以

x(t) =

A2(T − |t|), |t| < T,

0, |t| ≥ T,
= A2T triT (t).

第 2 步：算频谱时，把卷积换成相乘。 用[T5]及改高度的[P1]先写 R(f) = AT Sa(πfT )，再用[P8]：

r ∗ r F←−−−−→
[P8],[T5]

R2(f), X(f) = A2T 2 Sa2(πfT ) .

也可由三角变换对[T7]直接核对，但几何重叠说明了这个变换对是怎么构造出来的。

Sa 过零点与合成零点：先解未平方的因子 πfT = kπ，得 f = k/T，k ̸= 0。平方不改变零点位置，但

把每个简单零点变成二重零点，所以 X(f) ≥ 0，零点处只触零、不换号。第一个正零点仍为 1/T，不

能因为三角形底宽是 2T 就误写成 1/(2T )。

核验：三角形面积为 (2T )(A2T )/2 = A2T 2 = X(0)；也等于两个母矩形面积的乘积，这与[P8]在
f = 0 处的结果一致。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 9：不同宽度方波卷积——梯形平台由“完全盖住”产生

已知：r1(t) = AgT1(t)、r2(t) = AgT2(t)，x9(t) = r1 ∗ r2，其中 T1 > T2 > 0；具体取 T1 = 3T, T2 = T。

求：写出 x9(t) 的分段式、峰值、底宽和顶宽，再求 X9(f) = F{x9(t)} 及零点。

看图怎样想到：同宽时，完全重叠只发生在 t = 0；异宽时，窄矩形可以在宽矩形内部移动一段距离而

仍完全被盖住。按[M3]，这段恒定的重叠长度就形成梯形平台。先画这三种位置，再写分段式。

τ

进入：重叠增加

t = −3T/2

τ

T全盖住：重叠不变

t = 0

τ

离开：重叠减少

t = 3T/2

t

目标：平台高 A2T

−2T −T T 2T

第 1 步：由接触位置确定四个拐点。 两矩形刚接触的时移大小为 (T1 +T2)/2；窄矩形刚好完全进入

宽矩形时，时移大小为 (T1 − T2)/2。因而重叠长度是

L(t) =


0, |t| ≥ (T1 + T2)/2,

(T1 + T2)/2− |t|, (T1 − T2)/2 < |t| < (T1 + T2)/2,

T2, |t| ≤ (T1 − T2)/2.

目标为 x(t) = A2L(t)，故底宽 T1 + T2、顶宽 T1 − T2、顶高 A2T2。

第 2 步：用两个方波母谱相乘。 由[T5]、处理高度 A 的[P1]与卷积性质[P8]，

X(f) = A2T1T2 Sa(πfT1) Sa(πfT2).

具体 T1 = 3T, T2 = T 时，

X(f) = 3A2T 2 Sa(3πfT ) Sa(πfT ).

Sa 过零点与合成零点：一般零点为 f = k/T1 或 f = m/T2，k,m ̸= 0；两组重合处为二重零点。具体

图形的全部零点为 f = n/(3T )，n ̸= 0，其中 n 为 3 的倍数时是二重零点，其他为一重零点。这里是

两母谱相乘，故可以取并集；与凸字波的两个母谱相加不同。

核验：梯形面积为 (4T + 2T )A2T/2 = 3A2T 2 = X(0)。令 T1 → T2，顶宽趋于零，结果回到例题

8 的三角形。
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通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

例题 10：方波出现在频域时——用对偶得到时域的 Sa

已知：X10(f) = H rect(f/(2B))，并考虑频域变宽、向 fc 平移，以及乘线性相位 e−j2πft0。

求：求 x10(t) = F−1{X10(f)}，并分别求上述三种频域变化对应的时域信号。

看图怎样想到：按[M5]反过来读[T5]：既然时域矩形对应频域 Sa，就用[P12]交换两域。先得到原点
矩形的逆变换，再用[M12]从一个母结果生成多个变体。

f

已知：X0(f)，高 H

−B B

F

t

待求：峰值 2BH

−1/(2B) 1/(2B)

第 1 步：明确对偶交换的是整个函数，不只是字母。 [T5]给出 rect(t/(2B))
F←−→ 2B Sa(2πBf)。把

此式作为[P12]的输入，交换两域并保留反折：

2B Sa(2πBt)
F←−−−−−→

[P12],[T5]
rect(−f/(2B)) = rect(f/(2B)).

矩形是偶函数，反折后不变。最后由[P1]乘高度 H：

x0(t) = 2BH Sa(2πBt).

这也就是[T6]把表中的全带宽参数替换为 2B，再乘以 H；本题 B 表示半宽，不要把两者混用。对偶

过程中的 B 可以先视为正尺度参数，最后再按频谱半宽解释其单位，不能把“时长”与“频率”直接

当成同一物理量。

第 2 步：从母结果依次生成三个变体。

图上的动作 新频谱 新时域信号及所用性质

半宽 B → 2B，高度不变 H rect(f/(4B)) 4BH Sa(4πBt)；[P4]、[T6]：时域
压窄、峰值加倍。

矩形移到 fc H rect((f − fc)/(2B)) 2BH Sa(2πBt)ej2πfct；[P10]：乘复
指数。

原矩形乘线性相位 X0(f)e
−j2πft0 2BH Sa(2πB(t − t0))；[P2]：整体

移到 t0。

频移后的单个矩形通常对应复信号；若需要实信号，应补上共轭对称的负频率部分，下一题就展示这

一步。

Sa 过零点与合成零点：母信号的时间零点由 2πBt = kπ 得 t = k/(2B)，k ̸= 0。频谱加宽一倍

后，零点变成 t = k/(4B)；频移乘的复指数不为零，因此原零点不变；线性相位使零点整体平移为

t = t0 + k/(2B)。这些是时域 Sa 的零点；频谱本身是矩形，不能再称其有 Sa 零点。

核验： x0(0) =
∫
X0(f) df = 2BH，等于频域矩形面积。
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例题 11：频域宽窄矩形相加、相减——低通凸谱与对称双带谱

已知：X±(f) = H[g6B(f)± g2B(f)]，其中 gW (f) = rect(f/W )。

求：求 x±(t) = F−1{X±(f)}，说明频域挖空中央如何变成时域载波调制，并求时间零点。

看图怎样想到：将例题 4、5 的图形换到频率轴上，使用[M5]和[P12]。对相减的结果再观察：剩下的
两块频带同宽，中心在 ±2B；按[M7]，它们应当来自同一低通母谱向两侧搬移，因此时域必然有余弦
因子。

f

相加：凸字低通谱 X+

−3B −B B 3B

2H

f
挖空

相减：对称双带谱 X−

−3B −B B 3B

H H

第 1 步：把频谱的“加积木、挖缺口”直接带回时域。 由[T6]与[P1]，

x±(t) = 6BH Sa(6πBt) ± 2BH Sa(2πBt).

这一步和时域拆方波完全平行，只是已知和待求的两域交换了。两项 Sa 相加、相减时，零点仍不能各
算各的再并起来。

第 2 步：将凹谱改写成两个移位窄带。 对 X−，看图可以直接写出

X−(f) = H rect
(
f − 2B

2B

)
+H rect

(
f + 2B

2B

)
.

原点处宽 2B 的矩形对应 2BH Sa(2πBt)（[T6]）；两次频移分别乘 e±j4πBt（[P10]），再相加（[P1]）：

x−(t) = 4BH Sa(2πBt) cos(4πBt).

因此，频域的双带矩形在时域是“Sa 包络乘余弦载波”。这里的载波频率 2B 来自每块频带的中心，包

络中的 B 来自每块频带的半宽，不是由整个双带谱的最外侧 3B 直接决定。

第 3 步：相加的凸谱也可因式分解以便看零点。 令 v = 2πBt，则

x+(t) = 2BH
sin 3v + sin v

v
= 8BH Sa(2v) cos v .

Sa 过零点与合成零点：这次求的是时间零点。凸谱对应 x+：Sa(2v) = 0 ⇒ t = k/(4B)，k ̸= 0；

cos v = 0⇒ t = (2m+ 1)/(4B)，与前者的奇数项重合，故这些点为二重零点。双带谱对应 x−：包络

Sa(2πBt) 的零点为 t = k/(2B)，k ̸= 0；载波的额外零点为 t = (2m+ 1)/(8B)。这里两组不重合。频

域 X− 在 |f | < B 为零是一段频带缺口，与时域这些离散零点是两回事。

核验： x+(0) = 8BH、x−(0) = 4BH，分别等于凸谱与双带谱面积。两个频谱均为实偶，所以两

个时域信号也为实偶，符合[P14]。
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例题 12：矩形脉冲乘余弦——从数字基带脉冲到带通脉冲

已知：p(t) = AqT (t) = AgT (t)，x12(t) = p(t) cos(2πfct)，其中 fc > 0。

求：求 X12(f) = F{x12(t)}，画出矩形包络中的余弦波形，并区分单个谱副本的零点与相加后总谱的
零点。

看图怎样想到：目标波形在矩形外为零，在矩形内振荡。它的形状由“开关窗口”与“载波”相乘构

成，所以使用[M7]：先求矩形母谱，再按[P11]复制为两份，移到 ±fc，各乘 1/2。

t

矩形母脉冲 p(t)

−T/2 T/2

乘余弦

[P11]

t

目标 x(t)（示意 fcT = 3）

−T/2 T/2

A

−A

f

1
2P (f + fc)

1
2P (f − fc)

−fc fc0

两条曲线是待相加的谱副本；每份的零点间隔均为 1/T

第 1 步：先保留基带母谱。 [T5]给出

p(t) = AqT (t) = AgT (t)
F←−−−−→

[T5],[P1]
P (f) = AT Sa(πfT ).

第 2 步：将余弦拆成两个复指数，看清“搬移”来自哪里。

x(t) = 1
2p(t)e

j2πfct + 1
2p(t)e

−j2πfct.

分别使用[P10]并用[P1]相加，即得到[P11]：

X(f) =
AT

2

[
Sa

(
πT (f − fc)

)
+ Sa

(
πT (f + fc)

)]
.

脉冲宽度 T 控制每份谱的主瓣宽度，载波 fc 控制两份谱的中心位置。矩形的 Sa 旁瓣延伸到无穷远，
所以即便两个主瓣分开，两份完整频谱也并非严格互不重叠。

Sa 过零点与合成零点：正频率副本：令 πT (f − fc) = kπ，得 f = fc + k/T，k ̸= 0。负频率副本：得

f = −fc + k/T，k ̸= 0。这些只是各副本自身的零点，一般不能直接当作总谱零点；总谱应解两个 Sa
之和为零。若具体取 fc = N/T，N 为正整数，令 u = fT，可化为

X(f) = AT (−1)N u sin(πu)
π(u2 −N2)

.

此时全部零点为 f = k/T、k ∈ Z，但须排除 k = ±N；这两点是可去奇点，原式给出 X(±fc) = AT/2，

并不为零。原点是二重零点；其余保留的非零整数格点是一重零点。

核验： X(0) = AT Sa(πfcT )，等于矩形窗口内余弦的面积；当 fcT 为非零整数时，窗口包含整

数个周期，面积为零。这类脉冲对应“码元窗口内有载波”的基本形状；不同码元再通过高度、符号、

位置组合形成信号。
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例题 13：一个方波周期化后怎样直接得到 FS

已知：母方波为

p(t) = Aqτ (t) = Agτ (t) = A rect(t/τ), 0 < τ < T0,

目标是把它按周期 T0 复制：

x13(t) =
∞∑

m=−∞
p(t−mT0).

求：求复指数傅里叶级数系数 Cn，写出周期信号的 FS；再写出它的周期 FT，并总结凸字、凹字、三
角波和梯形波周期化时的统一做法。

看图怎样想到：先看图：一个有限宽度的方波每隔 T0 重复一次，说明目标不是重新积分的“新信号”，

而是同一母波形的延时副本之和。先只求一次母方波的非周期 FT，再在 f = n/T0 的谐波格点取样，

并除以周期 T0。这就是[M6]、[P17]，最后用[P16]把系数写成冲激谱。

t

母方波 p(t) = Agτ (t)

−τ/2 τ/2

每隔 T0 复制

[M6]

t

x13(t) =
∑

m p(t−mT0)

T0

第 1 步：先求母方波的非周期 FT。 图中每一块的宽度是 τ、高度是 A，所以由[T5]和[P1]：

p(t) = Agτ (t)
F←−−−−→

[T5],[P1]
P (f) = Aτ Sa(πfτ).

这里“母方波”只计算一次；后面的无穷多个副本不需要逐个积分。

第 2 步：从 FS 定义看出取样点和 1/T0。 令 f0 = 1/T0，在任意长度为 T0 的区间上计算：

Cn =
1

T0

∫
I
x13(t)e

−j2πnf0t dt

=
1

T0

∫ ∞

−∞
p(u)e−j2π(n/T0)u du =

P (n/T0)

T0
.

第二行来自 u = t−mT0；所有移位后的积分区间恰好拼成整条实轴，而 e−j2πnm = 1。代入母谱得

Cn =
Aτ

T0
Sa

(
πnτ

T0

)
, x13(t) =

∞∑
n=−∞

Cne
j2πnt/T0 .

第 3 步：把 FS 写成周期 FT。 每个复指数使用[T8]，再用[P1]和[P16]：

X13(f) =
∞∑

n=−∞
Cnδ

(
f − n

T0

)
.

冲激位于 f = n/T0，冲激面积是 Cn；它不是普通连续曲线上的有限高度。

26



通信原理 学生参考答案 第 1 次阶段考试

第 4 步：四种奇形波逐一代入，不把“周期化”停在口头描述。 下面把前面已经学过的四种母波形

都直接代入。设

f0 =
1

T0
, u = πfτ, un = π

nτ

T0
,

并统一使用[M6]、[P17]、[P16]：

rp(t) =
∑
m∈Z

r(t−mT0) , C(r)
n =

R(n/T0)

T0
, Rp(f) =

∑
n∈Z

C(r)
n δ

(
f − n

T0

)
.

这里 R(f) = F{r(t)} 是非周期母信号的连续 FT 函数；后面每一项只是在这个函数上取 f = n/T0

的值，再除以 T0。

t

Ag3τ +Agτ

底座加中央补块 −→ 凸字波

t

Ag3τ −Agτ

底座减中央缺口 −→ 凹字波

t

∗

两个同宽方波卷积 −→ 三角波

t

∗

两种宽度卷积 −→ 梯形波

图中的“加、减、卷积”是时域的拼凑动作；真正求周期 FS 时，先完成这个动作得到 r(t)，再只对

R(f) 做一次格点取样。

(a) 凸字波：把两块矩形相加后再取样。 已知：母波形和周期化目标为

c(t) = Ag3τ (t) +Agτ (t), T0 > 3τ, cp(t) =
∑
m

c(t−mT0).

图形上先铺宽 3τ、高 A 的底座，再在中央叠加宽 τ、高 A 的补块；中央高度因此为 2A，两翼高度

为 A。这是[M2]的“按高度差添积木”。由[T5]、幅度线性[P1]，母谱逐项为

C(f) = F{c(t)} = 3Aτ Sa(3u)︸ ︷︷ ︸
Ag3τ (t)

+Aτ Sa(u)︸ ︷︷ ︸
Agτ (t)

= Aτ
sin 3u+ sinu

u
= 2Aτ

sin(2u) cosu
u

= 4Aτ Sa(2u) cosu.

因此先用[P17]在 f = n/T0 处取样，再用[P16]写成周期 FT：

C(+)
n =

Aτ

T0

[
3Sa

(
3πnτ

T0

)
+ Sa

(
πnτ

T0

)]
,

Cp(f) =
∑
n∈Z

C(+)
n δ

(
f − n

T0

)
.

Sa 过零点与合成零点：凸字波谱的连续零点来自 Sa(2u) = 0：u = kπ/2，即 f = k/(2τ)，k ̸= 0；

cosu = 0 给出的奇数 k 已包含在这组零点中。奇数 k 时两个因子同时为零，是二重零点；偶数 k 是

一重零点。周期化后只有当 nτ/T0 = k/2 时第 n 根 FS 线消失；C
(+)
0 = 4Aτ/T0 仍是一个周期内总面

积除以 T0。
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(b) 凹字波：减去中央缺口后再取样。 已知：母波形和周期化目标为

d(t) = Ag3τ (t)−Agτ (t), T0 > 3τ, dp(t) =
∑
m

d(t−mT0).

这次先画完整的宽方波，再把中央窄方波挖掉；剩下的两翼就是目标凹字波。减号是[M2]中的“负高
度积木”，不是时间反折。

D(f) = F{d(t)} = 3Aτ Sa(3u)−Aτ Sa(u)

= Aτ
sin 3u− sinu

u
= 2Aτ

cos(2u) sinu

u
= 2Aτ Sa(u) cos(2u).

故

C(−)
n =

Aτ

T0

[
3Sa

(
3πnτ

T0

)
− Sa

(
πnτ

T0

)]
, Dp(f) =

∑
n∈Z

C(−)
n δ

(
f − n

T0

)
.

Sa 过零点与合成零点：凹字波谱的两组连续零点必须从因式分解后的两个因子分别读：Sa(u) = 0 给

出 f = k/τ，k ̸= 0；cos(2u) = 0 给出 f = (2ℓ+ 1)/(4τ)。两组不重合。周期 FS 中只保留落在 n/T0

格点上的零点；原点不是零点，C
(−)
0 = 2Aτ/T0，等于两翼总面积除以周期。

(c) 三角波：先卷积两个方波，再把三角母谱取样。 已知：取两个同宽方波并卷积，随后周期化：

r△(t) =
(
Agτ ∗Agτ

)
(t) = A2τ triτ (t), T0 > 2τ,

t△,p(t) =
∑
m

r△(t−mT0).

固定一个方波、滑动另一个方波时，重叠长度从 0 线性增到 τ，再线性减回 0，所以图形是峰值 A2τ、

底宽 2τ 的三角波；这是[M3]的几何拼凑。由[T5]、[P1]和卷积性质[P8]，

R△(f) =
[
Aτ Sa(u)

]2
= A2τ2 Sa2(u).

直接在连续谱上取样：

C(△)
n =

A2τ2

T0
Sa2

(
πnτ

T0

)
, T△,p(f) =

∑
n∈Z

C(△)
n δ

(
f − n

T0

)
.

Sa 过零点与合成零点：三角母谱的每个 Sa 因子在 u = kπ、即 f = k/τ（k ̸= 0）过零；平方后

仍在同一位置，但变为二重零点，只接触零而不换号。周期化后若 nτ/T0 = k ̸= 0，第 n 根线为零；

C
(△)
0 = A2τ2/T0，等于三角形面积

1
2(2τ)(A

2τ) 除以 T0。
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(d) 梯形波：不同宽度方波卷积后的直接代入。 已知：令 T1 > T2 > 0，两个方波卷积并周期化：

rtrap(t) =
(
AgT1 ∗AgT2

)
(t), T0 > T1 + T2, ℓp(t) =

∑
m

rtrap(t−mT0).

窄方波刚进入宽方波时重叠长度增加；完全落在宽方波内部时重叠长度保持 T2；离开时再减少，于是

得到顶宽 T1 − T2、底宽 T1 + T2 的梯形。这仍是[M3]，只是“完全覆盖”多出了一段平台。由[T5]、
[P1]和[P8]，

Rtrap(f) =
[
AT1 Sa(πfT1)

][
AT2 Sa(πfT2)

]
= A2T1T2 Sa(πfT1) Sa(πfT2).

因此

C(trap)
n =

A2T1T2

T0
Sa

(
πnT1

T0

)
Sa

(
πnT2

T0

)
,

Lp(f) =
∑
n∈Z

C(trap)
n δ

(
f − n

T0

)
.

为和前面凸、凹字波使用同一组宽度，取 T1 = 3τ, T2 = τ，就得到

Rtrap(f) = 3A2τ2 Sa(3u) Sa(u), C(trap)
n =

3A2τ2

T0
Sa

(
3πnτ

T0

)
Sa

(
πnτ

T0

)
.

Sa 过零点与合成零点：梯形母谱的零点是两组 Sa零点的并集：f = k/T1 或 f = m/T2，其中 k,m ̸= 0；

两组重合时为二重零点。对 T1 = 3τ, T2 = τ，全部连续零点为 f = n/(3τ)，n ̸= 0；其中 n 为

3 的倍数时两个因子同时为零。周期化后还要再检查该零点是否恰好落在 f = n/T0 的谐波格点上；

C
(trap)
0 = A2T1T2/T0。

第 5 步：连续谱“采样”到底在图上做了什么？ 把上面四个例子的计算压缩成一个动作。令

IIIf0(f) =
∑
n∈Z

δ(f − nf0), f0 = 1/T0.

周期化的 FT 可以写成普通连续函数与冲激梳的点乘：

Rp(f) =
1

T0
R(f) IIIf0(f) =

1

T0

∑
n∈Z

R(nf0)δ(f − nf0) =
∑
n∈Z

Cnδ(f − nf0).

这里不是把 R(f)和冲激梳做卷积。R(f)的纵坐标是连续谱函数值（或谱密度）；点乘后只留下 f = nf0

这些允许的谐波位置，且第 n 根冲激的面积/权重是 Cn = R(nf0)/T0，不是一根有限高度的竖线。T0

越大，采样格点越密；T0 越小，格点越疏。周期化并没有改变母谱包络的取值规律，只是把连续谱变

成按谐波间隔排列的离散线谱。

f

连续母谱 R(f)/T0

在 f = n/T0 处取样，黑点是 R(n/T0)/T0

保留点值并画成冲激

f

C−2

C−1

C0

C1

C2

周期 FT：离散冲激线谱

每根冲激的面积（权重）是 Cn，不是“高度”
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左图是“连续 FT 包络”，右图是同一包络经谐波格点采样后的周期 FT。这个图形动作正是从非周
期 FT 快速得到周期 FS 的物理意义：周期化使时间轴上的重复间隔为 T0，频率轴上因而只允许间隔

f0 = 1/T0 的谐波；每条线的强弱由母谱在该格点的取值决定。

Sa 过零点与合成零点：对最初的方波，P (f) = Aτ Sa(πfτ) 的连续零点为 f = k/τ，k ̸= 0。周期化

后第 n 条线的系数为 Cn = Aτ Sa(πnτ/T0)/T0，只有当 nτ/T0 = k ̸= 0 时才恰好采到零点。n = 0 对

应 C0 = Aτ/T0，是一个周期内面积除以周期，不能删掉。

总核验：每一个周期系数都可以用两种方式检查：一是直接算一个周期内的 FS 积分，二是先画
出母波形并求其连续 FT，再按 f = n/T0 取样。两者必须给出同一个 Cn；C0 总是“每周期面积除以

T0”，而谱线间距总是 1/T0。

附录二 C：先整理自变量，再复制母信号

例题 14：反折、压缩、时移与微分怎样按顺序做

已知（公式）

x(t)
F←−−−−→

题给母对
X(f).

所求（公式）

y1(t) = x(1− t) + x(−1− t), y2(t) = x(3t− 6), y3(t) =
d2

dt2
x(t− 1).

求 Y1(f), Y2(f), Y3(f)。【先看形状，为什么这样凑】这些式子没有改变母信号的内部细节，只改变朝

向、宽度、位置或斜率。按方法 [M8]，先把自变量写成 a(t− t0)：1− t = −(t− 1)，−1− t = −(t+1)，

3t− 6 = 3(t− 2)。这样才能准确读出右移量；例如 3t− 6 的右移量是 2，不是 6。

未知母图

x(t)

左右镜像

v(t) = x(−t)
左右各移 1

v(t− 1) + v(t+1)

[P3]
[P2]
[P1]

横向压缩为 1/3

w(t) = x(3t)

整体右移 2

w(t − 2)

[P4] [P2]

这是操作流程图；题目未给 x(t) 的具体形状，不能擅自画成某个已知波形。

【从母信号一步步做】第一问先反折，再复制两份（[M9]）：

v(t) = x(−t) F←−→
[P3]

X(−f), v(t∓ 1)
F←−→

[P2]
e∓j2πfX(−f).

把两份相加，使用 [P1]，再用欧拉公式合并相位：

Y1(f) = (e−j2πf + ej2πf )X(−f) = 2 cos(2πf)X(−f).

第二问先压缩，用 [P4] 得 w(t) = x(3t) 的频谱为 X(f/3)/3；再右移 2，用 [P2]：

Y2(f) =
1

3
e−j4πfX(f/3).

第三问先用 [P2] 右移，再用 [P5] 两次求导：

Y3(f) = (j2πf)2e−j2πfX(f) = −(2πf)2e−j2πfX(f).
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【零点与核验】题给母谱未指定，不能凭空指定 Sa 零点。若母谱含 Sa(πTf)，先解 πTf = kπ，得

f = k/T（k ̸= 0）。第一问反折后这组零点仍为 k/T，另有 f = (2m + 1)/4 的余弦零点；第二问解

πT (f/3) = kπ，得 f = 3k/T；第三问保留母谱非零频率零点，且在普通有限 X(0) 情况下增加 f = 0

零点。指数相位没有零点；时域压缩使频谱零点间距扩大，正好核验尺度关系。

例题 15：延时相减，怎样从两份母图看出频谱陷波

已知（公式）

g(t) = rect(t/T ), T > 0, D ≥ T.

所求（公式）

y(t) = g(t)− g(t−D), 求Y (f) = F{y(t)}.

【先看形状，为什么这样凑】目标由同宽、同高、异号的两块矩形组成。不要把正、负区间分别积分：按

[M1] 读出宽度 T 和中心 0, D，按 [M9] 把它看成“一份母图，右移一份，再取负相加”。延时仅改变
相位，因此两份频谱可能在某些频率完全抵消。

t

g(t)

−g(t−D)

1

−1
−T/2 T/2

D − T/2 D + T/2
中心 D

【从母信号一步步做】先查 [T5]，然后逐项调用 [P2] 和 [P1]：

g(t)
F←−→

[T5]
Q(f) = T sinc(fT ), g(t−D)

F←−→
[P2]

e−j2πfDQ(f).

Y (f) = Q(f)(1− e−j2πfD) = 2jTe−jπfD sinc(fT ) sin(πfD).

此处 e−jπfD 表示组合的中心在 D/2；sin(πfD) 来自两份相位相减。同样的 [M9] 可推广为∑
r

arg(t− tr)
F←−−−−→

[P1],[P2]
Q(f)

∑
r

are
−j2πftr .

【零点与核验】矩形包络为 Sa(πfT )，令 πfT = kπ 得 f = k/T（k ̸= 0）。延时差分另有 πfD = mπ，

即 f = m/D（含 m = 0）。完整零点取两组的并集，重合处阶数相加。Y (0) = 0 正对应两矩形面积相

消；若 D = T，全部非零 k/T 都是二重零点。

例题 16：有限时长指数，只求一次母谱，再生成四种图形

已知（公式）

x0(t) = e−t[u(t)− u(t− 1)]

=

e−t, 0 < t < 1,

0, 其他.

 .
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所求（公式）

先求X0(f) = F{x0(t)}，再求下列四个Xi(f)�

x1(t) = x0(t) + x0(−t), x2(t) = x0(t)− x0(−t),

x3(t) = x0(t) + x0(t+ 1), x4(t) = tx0(t).

【先看形状，为什么这样凑】母图是一段下降的指数。它并非新的基本变换对：从完整的因果指数中，

减去 t = 1 后那条尾巴即可“剪断”。尾巴在 t = 1 的高度为 e−1，所以一定是 e−1e−(t−1)u(t− 1)。按

[M12] 先保存这一个母谱，再用 [M9] 生成镜像相加、镜像相减、左移相加，用 [M10] 生成按 t 加权

的第四幅图。

t

母图 x0

1

1

e−1

t

镜像相加 x1
1

−1 1
t

1

−1

镜像相减 x2

−1

1

t

左移后相加 x3

−1 0 1
t

按横坐标加权 x4

e−1

1

图中单个端点值不影响 FT；x3 的两段在 t = 0 处发生跳变。

【从母信号一步步做】先用 [T3]（a = 1），再用 [P2],[P1] 剪去尾巴：

x0(t) = e−tu(t)− e−1e−(t−1)u(t− 1),

X0(f) =
1

1 + j2πf
− e−1e−j2πf

1 + j2πf
=

1− e−1e−j2πf

1 + j2πf
.

为看清四种操作，记 q = 2πf、c = e−1。下面每一行均只从 X0 出发：

X1(f)
[P3],[P1]

= X0(f) +X0(−f) =
2(1− c cos q + cq sin q)

1 + q2
,

X2(f)
[P3],[P1]

= X0(f)−X0(−f) =
2j[c sin q − q(1− c cos q)]

1 + q2
,

X3(f)
[P2],[P1]

= (1 + ejq)X0(f) =
(1 + ejq)(1− ce−jq)

1 + jq
,

X4(f)
[P6]
=

j

2π

dX0(f)

df
=

1− ce−jq(2 + jq)

(1 + jq)2
.

为什么最后一问用 [P6]？图中的每个纵坐标恰好多乘了其横坐标 t；这是 [M10] 的识别标志。对已有
频谱微分即可，不必重新积分 te−t。

【零点与核验】有限指数不含独立 Sa 因子，Sa 零点公式不适用；不能把“有限时长”一概当成矩形的
Sa谱。母谱在实频率轴没有零点，因为 |ce−jq| = c < 1。X3 的零点仅来自 1+ejq = 0，故 f = m+1/2。

X1, X2, X4 的零点应分别令其上述分子为零；其中 X2(0) = 0。用 [P15] 核验：x1 实偶，X1 实偶；x2

实奇，X2 纯虚奇。面积核验为 X0(0) = 1− c，X1(0) = X3(0) = 2(1− c)，X4(0) = 1− 2c。
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附录二 D：看斜率，把折线降成矩形与冲激

例题 17：上升后保持常数的饱和斜坡

已知（公式）

x(t) =


0, t < −1/2,

t+ 1/2, −1/2 < t < 1/2,

1, t > 1/2.

所求（公式）

求X(f) = F{x(t)}，并确定f = 0 处是否有冲激项.

【先看形状，为什么这样凑】按 [M4] 看斜率：左侧和右侧都水平，斜率为零；中间长 1 的区间斜率为

1。所以导数正是一只单位矩形。目标在两接点连续，因此导数没有冲激。反过来看，就是把矩形从左

到右累计面积：先积不到面积，接着面积线性增加，最后累计面积固定为 1。

t

母矩形 r(t)

1

−1/2 1/2

累积面积

t

1
目标 x(t)

−1/2 1/2

【从母信号一步步做】查 [T5]：

r(t) = rect(t) F←−→
[T5]

R(f) = sinc(f), x(t) =

∫ t

−∞
r(τ) dτ.

直接用累积积分性质 [P7]，其中 R(0) = 1：

X(f) = PV sinc(f)
j2πf

+
1

2
δ(f).

这里 PV表示主值。也可用 [P5]得 j2πfX(f) = R(f)，但这一步不能确定直流冲激，因为 fδ(f) = 0；

所以只“除以 j2πf”会漏掉 δ(f)/2。[P7] 正好补足这一项。

【零点与核验】对 f ̸= 0 的普通函数部分，sinc(f) = Sa(πf)；解 πf = kπ 得 f = k（k ̸= 0）。原点有冲

激，不能把它说成普通频谱的零点。图上 x(t)+x(−t) = 1，由 [P1],[P3],[T2]得 X(f)+X(−f) = δ(f)，

恰好核验冲激系数 1/2。

例题 18：有限支撑斜坡，末端突然落下的一跳不能漏掉

已知（公式）

x(t) =
t+ 1

2
[u(t+ 1)− u(t− 1)]

=

(t+ 1)/2, −1 < t < 1,

0, 其他.

 .

所求（公式）

求X(f) = F{x(t)} 以及X(0).

【先看形状，为什么这样凑】目标中间以斜率 1/2 上升，到 t = 1 突然由 1 掉到 0。按 [M4]，内部斜
率给出高度 1/2、宽度 2 的矩形；向下跳 1 给出面积 −1 的冲激。这就是“凑导数”的两个读图规则：
斜率变平台，跳变量变冲激面积。
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t

目标 x(t)

1

−1 1

求导

t

x′(t) = 1
2 rect(t/2)− δ(t− 1)

1/2

面积 −1
−1

1

【从母信号一步步做】用 [T5],[P1] 变换矩形，用 [T1],[P2] 变换移位冲激，再用 [P5] 还原：

j2πfX(f) = sinc(2f)− e−j2πf .

所以

X(f) =
sinc(2f)− e−j2πf

j2πf
(f ̸= 0), X(0) = 1.

X(0) 是三角形面积 2× 1/2 = 1，也等于上式 f → 0 的极限。还可把图形按 [M4] 反向构造为

x(t) =

∫ t

−∞

1

2
rect(τ/2) dτ − u(t− 1).

第一项在 t > 1 仍保持 1；减去阶跃才把尾部压回零。用 [P7] 与 [T12],[P2] 时，两项的直流冲激恰
好抵消。

【零点与核验】母矩形谱含 Sa(2πf)，令 2πf = kπ 得 f = k/2（k ̸= 0）；但完整 X 中还减去了指数

项，这些不是完整频谱零点。若 X(f) = 0，需 Sa(2πf) = e−j2πf；对任意非零实数 f，左边模小于

1、右边模等于 1，不可能相等。又 X(0) = 1，所以本题完整频谱没有实频率零点。用 [P14] 可核验
X(−f) = X∗(f)。

附录二 E：找一个更容易操作的域，再把图形拼回来

例题 19：t sinc2(t)，在频域把三角形变成两块平台

已知（公式）

x(t) = t sinc2(t).

所求（公式）

求X(f) = F{x(t)}.

【先看形状，为什么这样凑】时域图有无穷多个波瓣，很难直接积分；但外层结构只有两步：“把 Sa 脉
冲平方”与“再乘 t”。前者用 [P9] 变成两矩形卷积，按 [M3] 得三角形；后者按 [M10] 用 [P6] 变
成三角形的斜率。困难的波瓣图于是被换成简单的折线图。

t

x(t)

−3 −2 −1 1 2 3

目标：右半边非负，左半边非正，在各整数点接触零轴

f

R(f) = rect(f)

−1/2 1/2

与自身卷积

f

R ∗R = tri1(f)

−1 1

求斜率

f

ImX（纵轴乘 1/(2π)）

−1

1

1

−1
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【从母信号一步步做】取 [T6] 中 B = 1，得

sinc(t) F←−→
[T6]

R(f) = rect(f).

由 [P9] 及矩形交叠长度 [M3]：

sinc2(t) F←−→
[P9]

R(f) ∗R(f) = tri1(f).

三角谱在 (−1, 0) 的斜率为 +1，在 (0, 1) 的斜率为 −1；它连续，所以一阶导数没有冲激。再用 [P6]：

X(f) =
j

2π

d

df
tri1(f) =


j/(2π), −1 < f < 0,

−j/(2π), 0 < f < 1,

0, |f | > 1.

该变换可按广义函数或对称极限理解，分段端点值不影响结果。

【零点与核验】时域 sinc(t) = Sa(πt)：πt = kπ 给出 t = k（k ̸= 0）。平方使这些点成为二重零点，再

乘 t 在 t = 0 增加一重零点。注意：二重零点处波形只接触零轴而不改变符号；“Sa 过零点”与“平
方后过零而变号”不是一回事。由 [P15]，目标实奇，频谱应纯虚奇，恰与结果相符。

例题 20：已知频谱是平方乘余弦，反推两只三角脉冲

已知（公式）

g(t) = rect(t/T ), T > 0, Q(f) = F{g(t)},

H(f) = Q2(f) cos(2πft0), t0 ≥ 0.

所求（公式）

求h(t) = F−1{H(f)}，并画出t0 = T/2 时的h(t).

【先看形状，为什么这样凑】按 [M11] 从频域式子的“乘法结构”倒着读：Q2 是两份 Q 相乘，反变

换后应是两矩形卷积；余弦又是两个线性相位的平均，因此会把卷积结果左右各搬一次。先卷积、再

复制平移，目标自然出现。

t

z = g ∗ g = T triT (t)

−T T

T
移位、各取一半

t

t0 = T/2 的目标 h(t)

T/2

−3T/2 −T/2 T/2 3T/2

虚线是两份移位三角脉冲，实线是逐点相加后的梯形；中央两条反向斜边相加为平台。

【从母信号一步步做】由 [T5],[P8] 与 [M3]：

Q(f) = T sinc(fT ), z(t) = g ∗ g = T triT (t)
F←−−−−→

[P8],[T7]
Q2(f).

再拆 cos(2πft0) = (ej2πft0 + e−j2πft0)/2。由 [P2],[P1] 和 [M9]：

h(t) =
T

2
triT (t+ t0) +

T

2
triT (t− t0).
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当 t0 = T/2，把两三角图在重叠区逐点相加，可得到图中的显式梯形

h(t) =


T/2, |t| ≤ T/2,

(3T/2− |t|)/2, T/2 < |t| < 3T/2,

0, |t| ≥ 3T/2.

【零点与核验】Q2 = T 2 Sa2(πfT )，令 πfT = kπ 得二重零点 f = k/T（k ̸= 0）。若 t0 > 0，余弦另给

f = (2m+ 1)/(4t0)；与 Sa 零点重合则为三重零点。t0 = 0 时无余弦零点。H(0) = T 2 等于时域两个

半高度三角形的总面积，验证系数正确。

例题 21：指数包络乘正弦，怎样把母谱搬到正负载频

已知（公式）

x(t) = e−a|t| sin(2πfct), a > 0, fc > 0.

所求（公式）

求X(f) = F{x(t)}.

【先看形状，为什么这样凑】先看上下包络：它们是 ±e−a|t|；包络中的快速振荡才是载波。按 [M7]，
把目标拆成“慢包络乘载波”，先查包络的 [T4]，再把载波拆成两复指数。时域乘复指数是频域平移
（[P10]），因此两份母谱中心将位于 ±fc。

t

示例：a = 1, fc = 1

虚线：±e−|t|

−2 −1 1 2

【从母信号一步步做】先查 [T4]：

e−a|t| F←−→
[T4]

E(f) =
2a

a2 + (2πf)2
.

用正弦的复指数展开（与 [T10] 同一分解），再逐项用 [P10],[P1]：

x(t) =
1

2j

[
e−a|t|ej2πfct − e−a|t|e−j2πfct

]
,

X(f) =
E(f − fc)− E(f + fc)

2j
=

−16jπ2affc
[a2 + 4π2(f − fc)2][a2 + 4π2(f + fc)2]

.

这里的相减不是“从频域删去一半信号”，而是两份完整母谱逐点相减；它们都有无限长尾部，会重叠。

【零点与核验】本题没有 Sa因子，Sa零点公式不适用。时域正弦零点为 2πfct = mπ，即 t = m/(2fc)。

频域分母始终正，分子只在 f = 0 为零。由 [P15]，实奇的 x(t) 应对应纯虚奇的 X(f)；两份偶母谱

关于正负载频相减也直接给出这一点。
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例题 22：因果指数族，反复乘 t 就能得到高次分母

已知（公式）

a > 0, n ∈ N, n ≥ 1, xn(t) =
tn−1

(n− 1)!
e−atu(t).

所求（公式）

求Xn(f) = F{xn(t)}，并比较n = 1, 2, 3 时的波形。

【先看形状，为什么这样凑】每个信号都包含同一条下降指数；多项式 tn−1 把起点压低，并让前段先

上升。相邻两项满足 xn+1 = txn/n，这正是 [M10] 的频域微分模式，无须每个 n 重新做积分。

t

x1 = e−tu(t)

x2 = te−tu(t)

x3 = t2e−tu(t)/2

1

1 2

图取 a = 1

【从母信号一步步做】从 [T3] 开始：

x1(t) = e−atu(t)
F←−→

[T3]
X1(f) =

1

a+ j2πf
.

由 [P6],[P1]，令 s = a+ j2πf，

X2 =
j

2π

d

df
s−1 = s−2, X3 =

1

2

j

2π

d

df
s−2 = s−3.

一般地，若 Xn = s−n，那么

Xn+1 =
1

n

j

2π

d

df
s−n = s−(n+1).

因此

xn(t) =
tn−1

(n− 1)!
e−atu(t)

F←−−−−−−→
[T3],[P6],[P1]

Xn(f) =
1

(a+ j2πf)n
.

还可用 [P8] 回看结构：Xn = Xn
1，说明 xn 是 n 条同样因果指数的时域卷积。这样同一族结果同时

服务于“多项式乘指数”和“多个一阶系统级联”。

【零点与核验】这里没有 Sa因子，Sa零点公式不适用；Xn(f)在任何有限实频率上都不为零。对 n ≥ 2，

图上峰值位置由 x′n(t) = 0 得 t = (n − 1)/a，所以 n 增加时峰向右移。Xn(0) = a−n 等于时域面积；

图中 a = 1 的三条曲线面积都为 1。

例题 23：两个移位、不同宽度的 Sa 脉冲相乘，矩形交叠不等于只算长度

已知（公式）

x(t) =
sinπt

πt

sin[2π(t− 1)]

π(t− 1)
= sinc(t) · 2 sinc

(
2(t− 1)

)
.
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所求（公式）

求X(f) = F{x(t)} 的显式分段表达式。

【先看形状，为什么这样凑】第一个脉冲中心为 0；第二个中心为 1，峰高 2，主瓣宽度是第一只的一

半。按 [M1],[M8]，先把这两只脉冲分别认成 [T6] 的尺度及移位版本。时域相乘用 [P9] 变成频域矩
形卷积。但第二只脉冲移过位，矩形谱上还带线性相位；只能用交叠区间决定积分上下限，不能直接

用交叠长度替代积分。

t

p1

p2

1

2

1
1/2 3/2

实线 p1 = sinc(t)；虚线 p2 = 2 sinc(2(t− 1))

t

目标 x = p1p2（同一纵轴尺度）

−1 1 2

按同一横坐标逐点相乘；不是把两条曲线相加

【从母信号一步步做】分别取 [T6] 的 B = 1 与 B = 2，第二项再用 [P2]：

p1(t) = sinc(t) F←−→
[T6]

P1(f) = rect(f),

p2(t) = 2 sinc(2(t− 1))
F←−−−−→

[T6],[P2]
P2(f) = e−j2πf rect(f/2).

调用 [P9]，按 [M3] 找交叠区间：P1(ν) 要求 −1/2 < ν < 1/2，P2(f − ν) 要求 f − 1 < ν < f + 1。

因此

X(f) =

∫ U(f)

L(f)
e−j2π(f−ν) dν, L = max(−1/2, f − 1), U = min(1/2, f + 1),

无交叠即 L ≥ U 时积分为零。

ν

固定区间 [−1/2, 1/2]

移动区间 [f − 1, f + 1]

交叠 [L,U ]：积分保留相位

f − 1 −1/2

f + 1

1/2

由交叠图读出三段上下限，再积分一次：

X(f) = e−j2πf e
j2πU − ej2πL

j2π
=



1 + e−j2πf

j2π
, −3/2 < f < −1/2,

0, −1/2 ≤ f ≤ 1/2,

−1 + e−j2πf

j2π
, 1/2 < f < 3/2,

0, |f | ≥ 3/2.

为什么中央反而为零？当 |f | < 1/2，交叠区间固定为 [−1/2, 1/2]，其长度为 1；但 ej2πν 在此恰好转

一整圈，积分抵消。若漏掉时移相位，就会误算成非零梯形。

f

1/π

−3/2 −1/2 1/2 3/2

|X(f)|：两侧有谱，中央相位抵消
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【零点与核验】第一只时域 Sa 的自变量为 πt：πt = kπ 给出 t = k（k ̸= 0）。第二只为 2π(t − 1)：

2π(t−1) = mπ 给出 t = 1+m/2（m ̸= 0）。乘积的零点取并集，合起来是全部 t = n/2；整数 t /∈ {0, 1}
为二重零点，t = 0, 1 及非整数半整数点为一重零点。频域不能把这些时间零点照搬过去：完整 X 在

|f | ≤ 1/2 及 |f | ≥ 3/2 为零，在两个开通带内部不为零。最后以 [P14] 验证 X(−f) = X∗(f)，并以

X(0) = 0 核验目标正负面积抵消。
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附录二 F：周期化、冲激串和由 FT 快速得到 FS

例题 24：为什么把非周期 FT 取样，就能得到周期 FS？

已知（公式）。 母信号 p(t) 可积，且

P (f) = F{p(t)}, T0 > 0, f0 =
1

T0
,

周期化信号定义为

x24(t) =
∑
m∈Z

p(t−mT0).

为便于画图，后续还取

p(t) = Agτ (t) = A rect
(
t

τ

)
, A > 0, 0 < τ < T0.

所求（公式）。 求复指数傅里叶级数系数 C
(24)
n 以及周期信号的傅里叶变换 X24(f)：

C(24)
n =

1

T0

∫ tb+T0

tb

x24(t)e
−j2πnf0t dt, X24(f) = F{x24(t)}.

以下推导假设周期化的求和与积分可以交换；绝对可积的母信号在通常意义下满足所需的积分条件。

先看形状，为什么想到周期化？ 目标图上每隔 T0 就出现同一份轮廓，说明它可由“一个母波形 +

所有整数倍时移副本”得到。这正是方法 [M6]（周期化取样）。先处理母波形只需一次非周期 FT；重
复出现的位置另由周期 T0 处理。母信号不一定等于目标在一个周期内的截段。矩形不重叠时二者可

相同；指数尾巴相互重叠时，一个周期内看见的是许多副本的和。

t

(1) 母脉冲 p(t) = Agτ (t)

A

−τ/2 τ/2
t

(2) 时移副本相加 x24(t)

−T0 0 T0

第 1 步：从级数系数定义展开，弄清楚 1/T0 从哪里来。 选任意长度为 T0 的区间 I = [tb, tb + T0)。

按 FS 定义，

C(24)
n =

1

T0

∫
I
x24(t)e

−j2πnf0t dt

=
1

T0

∑
m∈Z

∫
I
p(t−mT0)e

−j2πnt/T0 dt 代入周期化定义，交换求和与积分

=
1

T0

∑
m∈Z

∫
I−mT0

p(u)e−j2πnu/T0 du 换元u = t−mT0, e−j2πnm = 1

=
1

T0

∫ ∞

−∞
p(u)e−j2π(n/T0)u du 各区间首尾拼成整条实轴

=
1

T0
P

(
n

T0

)
.

这就证明了性质 [P17]。系数前的 1/T0 来自级数定义的平均因子；取样点 n/T0 来自级数允许的谐波

频率。它不是把 t 和 f 直接互换，也不是把连续谱任意画成几根竖线。

u

I − T0 I I + T0

换元后的积分区间互不遗漏，拼成 (−∞,∞)；端点取值不影响积分
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第 2 步：从 FS 系数得到周期信号的 FT。 先由级数定义写 x24(t) =
∑

nC
(24)
n ej2πnf0t。每个复指

数用 [T8]，然后用线性 [P1]，即性质 [P16]：

ej2πnf0t
F←−→

[T8]
δ(f − nf0), X24(f) =

∑
n∈Z

C(24)
n δ(f − nf0) =

1

T0

∑
n∈Z

P (nf0)δ(f − nf0).

因此有三个不同对象：连续函数 P (f)；数列 C
(24)
n = P (nf0)/T0；广义函数 X24(f)。周期 FT 图上冲

激旁边标的是面积（系数）Cn，不是有限高度。

第 3 步：代入矩形，边画边用公式。 母矩形用 [T5] 和幅度线性 [P1]：

Agτ (t)
F←−−−−→

[T5, P1]
P (f) = Aτ Sa(πfτ).

再依次使用 [P17]、[P16]：

C(24)
n =

Aτ

T0
Sa

(
πnτ

T0

)
, X24(f) =

∑
n

Aτ

T0
Sa

(
πnτ

T0

)
δ

(
f − n

T0

)
.

下图专取 A = 1, τ = 1, T0 = 3。左图中的圆点是曲线 P (f)/3 在 f = n/3 处的样本；右图将同一组数

值用冲激面积表示。

f

(3) 连续曲线 P (f)/3 与样本 Cn

−1 1

1/3

f

(4) 周期 FT：各冲激面积等于 Cn

C0 = 1/3

−1 1

n = ±3,±6, . . .：该处没有冲激

Sa 过零点与核验。 母谱的 Sa(πfτ) 在 πfτ = kπ 时为零，即 f = k/τ，k ∈ Z \ {0}。只有零点恰好
落在谐波格点 f = n/T0 上时才缺谱线，即 nτ/T0 = k ̸= 0。本图中缺 n = 3k 次谐波；n = 0 取极限

Sa(0) = 1，不能删掉直流。核验 C0 = Aτ/T0 正好等于一周期面积除以周期。同一母脉冲若增大 T0，

谱线间距 1/T0 变小，冲激面积也按 1/T0 缩小；母谱 P (f) 本身没有改变。

例题 25：方波周期化、占空比、缺谐波，以及凸波和凹波的周期化

已知（公式）。 定义宽度为 τ、中心为 ts 的单个矩形及其周期化：

p(t) = Agτ (t− ts), A > 0, T0 > τ,

xp(t) =
∑
m∈Z

p(t−mT0).

再定义同中心、同高度的宽矩形与窄矩形的和、差母波形（并令 T0 > 3τ）：

c(t) = Ag3τ (t− ts) +Agτ (t− ts), v(t) = Ag3τ (t− ts)−Agτ (t− ts),

xc(t) =
∑
m∈Z

c(t−mT0), xv(t) =
∑
m∈Z

v(t−mT0).
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所求（公式）。 求三种周期信号的复指数傅里叶级数系数与周期傅里叶变换：

{Cn, C
(c)
n , C(v)

n }, {Xp(f), Xc(f), Xv(f)},

并判断各自哪些谐波因 Sa 过零而缺失。

从目标找母信号。 先在周期图中框出一份矩形：宽度 τ 决定母谱的零点，中心 ts 决定相位，复制间

隔 T0 决定谐波格点。因此先用 [M1] 量出宽度、中心和高度，再依次采用 [M8]（几何时移）、[M6]
（周期化取样）。凸波与凹波则多加一道 [M2]（宽窄矩形叠加拼块），先拼一份，再复制。

t

矩形列：改变宽度即改变占空比

τ

T0

t

整体右移 ts：形状和宽度不变

ts

第 1 步：先只算一份移位矩形。 先用矩形对 [T5]、幅度线性 [P1]，再用时移 [P2]：

p(t) = Agτ (t− ts), P (f) = Aτ Sa(πfτ)e−j2πfts .

注意 e−j2πfts 的模恒为 1，它不会移动母谱的零点。

第 2 步：在谐波点取样，并用占空比整理。 令 D = τ/T0，按 [P17] 得

Cn = AD Sa(πnD)e−j2πnts/T0 , C0 = AD.

按 [P16]，Xp(f) =
∑

nCnδ(f − n/T0)。矩形变宽时 D 增大，连续包络的首零点 1/τ 向原点靠近；周

期不变时谱线位置不动。把整列右移只改变每一条谱线的相位 −2πnts/T0，不改变面积的模 |Cn|。

第 3 步：缺谐波要解整数条件，不能只背“每隔几根消失”。 对 n ̸= 0，Cn = 0 等价于 nD 是非零

整数。若 D = p/q，其中 p, q 为互质正整数，则缺失的谐波为 n = ±q,±2q, . . .。例如 D = 1/2 缺非

零偶次谐波；D = 1/3 缺 3, 6, 9, . . . 次。若 D 无理，则没有非零整数 n 恰好落在这些 Sa 零点上。

第 4 步：把凸波、凹波先写成“宽矩形 ± 窄矩形”。 两块高度都为 A。用 [M2]、[T5]、[P1]：

c(t) = Ag3τ (t) +Agτ (t), v(t) = Ag3τ (t)−Agτ (t),

Cone(f) = Aτ{3Sa(3πfτ) + Sa(πfτ)}, Vone(f) = Aτ{3Sa(3πfτ)− Sa(πfτ)}.

凸波中央为 2A，两肩为 A；凹波中央为 0，两侧为 A。不要把这两幅图误认为梯形，它们都是矩形片

段拼接。

t

宽矩形 + 窄矩形，再以 T0 复制

t

宽矩形 − 窄矩形，再以 T0 复制

最后按 [P17] 把 f 换成 n/T0 并除以 T0：

C(c/v)
n =

Aτ

T0

[
3Sa

(
3πnτ

T0

)
± Sa

(
πnτ

T0

)]
.

若整列再移 ts，按 [P2] 乘 e−j2πnts/T0；周期 FT 再按 [P16] 写成冲激列。
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Sa 过零点与核验。 宽、窄两块各自的零点分别是 f = k/(3τ)、f = k/τ，k ̸= 0；相加、相减的总零

点必须解和式，不能直接合并这两个集合。令 u = πfτ，用和差化积恒等式：

Cone(f) = 2Aτ
sin(2u) cosu

u
, Vone(f) = 2Aτ

cos(2u) sinu

u
.

于是凸波总零点 f = k/(2τ)，k ̸= 0；其中奇数 k 的零点为二重。凹波总零点是 f = k/τ（k ̸= 0）

或 f = (2ℓ + 1)/(4τ)（ℓ ∈ Z）。周期化后，再检查这些零点是否落在 f = n/T0 上。面积核验给出

C
(c)
0 = 4Aτ/T0、C

(v)
0 = 2Aτ/T0，均与图中每周期的总面积一致。

例题 26：尾巴会重叠的双边指数，也能用母谱取样

已知（公式）。 给定双边指数母信号及其周期化信号

p(t) = e−a|t|, a > 0, T0 > 0,

x26(t) =
∑
m∈Z

p(t−mT0) =
∑
m∈Z

e−a|t−mT0|.

所求（公式）。 求

C(26)
n =

1

T0

∫ tb+T0

tb

x26(t)e
−j2πnt/T0 dt, X26(f) = F{x26(t)},

并说明为什么不能把单个 e−a|t| 的有限截段直接当成目标的一周期截段。

从形状想到的路线。 目标每隔 T0 有一个尖峰，但谷底不等于单个指数的尾巴：左右邻居在这里也有

贡献。所以先认出整个无限长母信号，再用 [M6]、[P17] 周期化。“各副本互不重叠”不是这条性质
的前提。

t

一个母信号：两侧都有无限长尾巴
1

t

实线：所有副本的和；虚线：部分副本

−T0 T0

第 1 步：母谱直接查双边指数对。 按 [T4]：

e−a|t| F←−→
[T4]

P (f) =
2a

a2 + (2πf)2
.

母信号是实偶的，母谱也实偶，符合 [P14] 的共轭对称性与 [P15] 的奇偶关系。

第 2 步：周期化，只取样，不重新对尖峰和谷底分段积分。 用 [P17]、[P16] 依次得到

C(26)
n =

2a/T0

a2 + (2πn/T0)2
, X26(f) =

∑
n∈Z

2a/T0

a2 + (2πn/T0)2
δ

(
f − n

T0

)
.
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第 3 步：算一个周期内的真实形状，检查“重叠”到底加了什么。 在 0 ≤ t ≤ T0 内，把峰位于左边

与右边的副本各自归为几何级数：

x26(t) =
∑
m≤0

e−a(t−mT0) +
∑
m≥1

e−a(mT0−t)

=
e−at + e−a(T0−t)

1− e−aT0
.

这里用的是级数恒等式，不是新的变换性质。可以看出峰值 x26(0) = (1 + e−aT0)/(1− e−aT0) > 1。若

只截母信号并复制，峰值仍是 1，得到的将是另一道题。

零点与核验。 本题没有 Sa 因子；P (f) > 0 且 C
(26)
n > 0，所以没有有限频率零点，也没有缺失谐波。

母信号面积为 2/a，因而 C
(26)
0 = 2/(aT0)；把上面一个周期的真实表达式积分也得到同一平均值。

例题 27：一个周期中的正、负矩形，先拼一块再周期化

已知（公式）。 取一个有限母片段

p(t) = g1

(
t− 3

2

)
− g1

(
t− 5

2

)
,

并以 T0 = 4 周期化：

x27(t) =
∑
m∈Z

p(t− 4m).

因此在基本区间 [0, 4) 内，p(t) 在 [1, 2) 取 +1，在 [2, 3) 取 −1，其余为零。

所求（公式）。 求复指数傅里叶级数系数及周期傅里叶变换

C(27)
n =

1

4

∫ 4

0
x27(t)e

−j2πnt/4 dt, X27(f) = F{x27(t)},

并判断直流项与缺失的谐波。

从目标图形如何找中心和母方波？ 每段宽度为 1；其中心分别为 (1 + 2)/2 = 3/2、(2 + 3)/2 = 5/2。

先按 [M1] 量出中心与宽度，再采用 [M8]（时移）和 [M2]（带符号拼块）：先将同一个单位矩形复制
两份，再将第二份取负。最后用 [M6] 周期化。

t

1 2 3 4

g1(t− 3/2)− g1(t− 5/2)

t

以 T0 = 4 复制，正负面积抵消

0 4 8

第 1 步：只求这个有限片段的 FT。 用 [T5] 得 g1(t) 的母谱 Sa(πf)；两次时移用 [P2]，带符号相
加用 [P1]：

p(t) = g1(t− 3/2)− g1(t− 5/2), P (f) = Sa(πf)
(
e−j3πf − e−j5πf

)
.

为了看清零点，把共同相位提出来，用欧拉恒等式整理：

P (f) = 2je−j4πf Sa(πf) sin(πf).

这两部分各有含义：Sa 来自方波宽度；sin 来自正负两块的相消。
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第 2 步：代入 f = n/4，再除以 4。 按 [P17]：

C(27)
n =

1

4
Sa

(πn
4

)(
e−j3πn/4 − e−j5πn/4

)
=

j

2
(−1)n Sa

(πn
4

)
sin

(πn
4

)
.

再由 [P16] 得 X27(f) =
∑

nC
(27)
n δ(f − n/4)。若复制周期另给为 T0 ≥ 2，同样把上式中的 n/4 改成

n/T0，并把系数 1/4 改为 1/T0；T0 ≥ 2 保证片段的内部不重叠。

Sa 过零点与核验。 Sa(πf) 的零点为非零整数 f = k；sin(πf) 的零点为所有整数。所以 P (0) = 0

是正负面积相消造成的单零点；非零整数处为两个因子的重合零点，阶数为二。谐波格点为 n/4，因

此 C
(27)
4k = 0（包括 k = 0），而其他整数 n 不缺失。C

(27)
0 = 0 与平均值为零相符，C

(27)
−n =

(
C

(27)
n

)∗
与

实信号的 [P14] 相符。

例题 28：矩形卷成三角，再周期化；为什么缺线每四根出现一次？

已知（公式）。 给定单个三角脉冲

p(t) = tri1(t) =

1− |t|, |t| ≤ 1,

0, |t| > 1,

并以 T0 = 4 周期复制：

x28(t) =
∑
m∈Z

p(t− 4m).

所求（公式）。 求

C(28)
n =

1

4

∫ 2

−2
x28(t)e

−j2πnt/4 dt, X28(f) = F{x28(t)},

并解释频谱包络的衰减规律及缺失的谱线。

从斜边想到什么？ 三角形的高度等于两个单位矩形相互滑动时的重叠长度。采用 [M3]（卷积重叠）
把三角形还原为两个矩形，再采用 [M6]（周期化取样）。这比对三角形左半边、右半边分别积分容易
保留结构。

t

∗

g1 g1

两只各宽 1、高 1

−→
t

tri1(t)

−1 1

−→
t

每隔 4 复制

−4 4

第 1 步：从重叠长度证明母三角的构造。 当 |t| < 1 时，两块宽度为 1 的区间重叠长度为 1− |t|；当
|t| ≥ 1 时没有正长度重叠。因此 g1 ∗ g1 = tri1(t)。两块高度均为 1，所以三角峰值也是 1。

第 2 步：卷积换成频谱相乘。 每块矩形使用 [T5]，卷积使用 [P8]：

g1(t)
F←−→

[T5]
Sa(πf), p(t) = g1(t) ∗ g1(t)

F←−→
[P8]

P (f) = Sa2(πf).

这也独立核验了三角变换对 [T7]，不是需要另背的新结果。
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第 3 步：连续平方谱上每隔 1/4 取一个样本。 按 [P17]、[P16]：

C(28)
n =

1

4
Sa2

(πn
4

)
, X28(f) =

1

4

∑
n

Sa2
(πn

4

)
δ(f − n/4) .

f

包络 P (f)/4；冲激箭头标面积 Cn

−1 1 2−2

Sa 过零点与核验。 母谱 Sa(πf) 在 f = k ̸= 0 处为零，平方后成为二重零点，谱不变号。代入谐波

格点 f = n/4，缺 n = 4k ̸= 0 次谐波；C
(28)
0 = 1/4 保留。三角形面积为 1，故平均值为 1/4，与结果

一致。三角形连续而斜率在折点跳变，频谱包络按 1/f2 衰减；这也可以直接从 Sa2 看出来。

例题 29：等间隔冲激为什么有时得到连续周期谱，有时得到线谱？

已知（公式）。 给定 T > 0、|a| < 1 的单边加权冲激串

x+(t) =

∞∑
k=0

akδ(t− kT ),

以及双向交替权重冲激串

x±(t) =
∑
k∈Z

(−1)kδ(t− kT ).

所求（公式）。 分别求

X+(f) = F{x+(t)}, X±(f) = F{x±(t)},

并判断 x+(t) 是否为时间周期信号，比较两种信号的频谱形态及缺线位置。

从图形辨别“位置等间隔”和“整个信号周期重复”。 第一问的冲激面积逐项变成 1, a, a2, . . .，而且

负半轴没有冲激，所以波形没有按 T 重复。第二问的正负面积每隔 2T 完整重现，才是周期信号。采

用 [M9]（多副本与冲激移位求和），先看面积序列，再决定能否用 [M6]（周期化取样）。

t

单边衰减面积（图取 a = 0.62）
1

a
a2

T 2T
t

双向交替面积：周期为 2T
+1

−1

2T

第 1 步：每个冲激各自变换，再认出几何级数。 按冲激对 [T1]、时移 [P2]、线性 [P1]，

δ(t− kT )
F←−−−−→

[T1, P2]
e−j2πfkT , X+(f) =

∞∑
k=0

(
ae−j2πfT

)k
.

由于 |ae−j2πfT | = |a| < 1，用几何级数恒等式求和：

X+(f) =
1

1− ae−j2πfT
.

这是连续的频率函数，满足 X+(f + 1/T ) = X+(f)。因此“等间隔的离散时间位置”造成了频谱的周

期性；它没有自动把 X+(f) 变成一串冲激。
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第 2 步：交替双向串看成冲激梳乘一个复指数。 在 t = kT 处，ej2πt/(2T ) = (−1)k，由冲激抽样的
乘法恒等式可写

x±(t) = ej2πt/(2T )
∑
k∈Z

δ(t− kT ).

先用冲激梳对 [T11]，再用复指数调制 [P10]：∑
k

δ(t− kT )
F←−−→

[T11]

1

T

∑
n

δ(f − n/T ),

X±(f) =
1

T

∑
n∈Z

δ

(
f − n+ 1/2

T

)
.

从基本周期 2T 看，谐波格点为 n/(2T )，只有奇数格点有谱线，面积均为 1/T；直流和偶数格点为空。

这与 [P16] 一致。

零点与核验。 本题两问都没有 Sa 因子。第一问的分母永不为零，分子恒为 1，所以无有限频率零点；

X+(0) = 1/(1− a) 等于所有冲激面积之和。第二问的“缺线”来自交替符号造成的频移，不能称为 Sa
过零；一个周期中 +1 与 −1 面积相消，故直流为零。

附录二 G：调制、副本拼接和频域反推

例题 30：非周期信号乘周期信号，就是把母谱搬到各个谐波处

已知（公式）。 给定非周期信号及其傅里叶变换

X(f) = F{x(t)},

以及周期乘数的复指数傅里叶级数

p(t) =
∑
n∈Z

ane
j2πnf0t, f0 > 0,

定义输出

y30(t) = x(t)p(t).

具体调制实例取

x(t) = B Sa(πBt), p(t) = cos(2πfct), B > 0, fc > B/2.

所求（公式）。 先求一般情形的

Y30(f) = F{y30(t)},

再求上述余弦调制实例的 Y30(f)，并画出基带与带通频谱。级数推导在求和与变换可交换的条件下成

立，也可按广义函数理解。

从目标形状想到“包络乘载波”。 时域图中快速振荡的幅度被一条缓慢变化的包络控制，因此是相乘，

不是把若干时移波形相加。采用 [M7]（调制搬谱）：先认出包络的母谱，再根据载波频率把母谱搬到
两侧。对一般周期乘数，先用它的复指数级数拆成许多个单频载波。

t

母波形 x(t) = B Sa(πBt)

1/B−1/B
t

乘余弦：虚线为 ±x(t)，实线为 y30(t)
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第 1 步：把周期乘数拆成单频项，每项都调用同一性质。 代入 p(t) 的级数后，

y30(t) =
∑
n

anx(t)e
j2πnf0t.

每一项用复指数调制 [P10]：
x(t)ej2πnf0t

F←−−→
[P10]

X(f − nf0).

再用线性 [P1] 叠加：
Y30(f) =

∑
n∈Z

anX(f − nf0) .

每个 an 决定一份副本的复幅度，nf0 决定它的中心。副本重叠时必须相加；不能只画包络而忽略相位。

第 2 步：余弦只有两个系数，所以只搬两份。 由欧拉恒等式 cos(2πfct) = 1
2e

j2πfct + 1
2e

−j2πfct，上

述结果成为余弦调制性质 [P11]：

Y30(f) =
1
2X(f − fc) +

1
2X(f + fc).

母波形先用 [T6] 与幅度线性 [P1]，得到

B Sa(πBt)
F←−−−−→

[T6, P1]
X(f) = rect(f/B).

于是

Y30(f) =
1

2
rect

(
f − fc
B

)
+

1

2
rect

(
f + fc
B

)
.

两块宽度仍为 B，高度变成 1/2，中心由 0 搬到 ±fc。条件 fc > B/2 保证两份支撑不重叠。

f

基带 X(f)：宽 B，高 1

−B/2 B/2
f

带通 Y30(f)：两份宽 B、高 1/2

−fc fc

Sa 过零点与核验。 时域母波形的 Sa(πBt) 在 t = k/B（k ̸= 0）处为零。乘余弦后这些零点仍保

留，另外增加载波零点 t = (2ℓ+ 1)/(4fc)；两集合重合处应按乘积累加零点阶数。本例频域是矩形而

没有 Sa 因子，矩形外为整段零值，不要把它称为一串 Sa 过零点。核验 y30(0) = B，而频谱总面积为

B/2 +B/2 = B；频谱为实偶，与时域实偶相符。

例题 31：已知调制后的宽矩形谱，反推它由哪两块母谱拼成

已知（公式）。 给定载波频率 fc > 0，时域调制关系与目标频谱为

g(t) = x(t) cos(2πfct), G(f) = F{g(t)} = rect
(

f

4fc

)
.

所求母信号限制为普通连续信号，且其基带频谱满足

suppX ⊆ [−fc, fc], X(f) = F{x(t)}.
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所求（公式）。 求满足上述条件的 x(t)（以及 X(f)），并用

F{x(t) cos(2πfct)} = 1
2X(f − fc) +

1
2X(f + fc)

回代核验。矩形跳变处取中间值；有限个端点的定义不改变普通逆变换。

先画目标，为什么要“切成左右两块”？ 调制性质 [P11] 说明 G(f) 必须是两个中心位于 ±fc 的相
同副本之和。已知目标在 [−2fc, 2fc] 上高度为 1，就试着从原点切开：左块宽 2fc、右块也宽 2fc。把

两块都搬回原点后轮廓完全相同，说明猜对了母谱。但每份副本在调制时会乘 1/2，所以母谱高度必

须为 2。这是 [M11]（频域反推）的路线：反过来使用 [M7]（调制搬谱），再用 [M2] 检查两份副本
能否按高度拼接。

f

(1) 目标 G(f)：在原点切成两块

−2fc 2fc

左副本 右副本
f

(2) 各自搬回原点，再补回高度因子 2

−fc fc

X(f)，高度 2

第 1 步：把几何猜想写成代数并检查支撑。 设

X(f) = 2 rect
(

f

2fc

)
.

由 [P11]，
1
2X(f − fc) = rect

(
f − fc
2fc

)
占据[0, 2fc],

1
2X(f + fc) = rect

(
f + fc
2fc

)
占据[−2fc, 0].

两块在内部不重叠，正好拼成题给宽矩形。端点按半值约定相接时，在 f = 0 处也是 1。

第 2 步：频域矩形反查 Sa 母波形，并写清幅度。 按 [T6] 取 B = 2fc，再用 [P1] 调整倍数：

x(t) = 4fc Sa(2πfct)
F←−−−−→

[T6, P1]
X(f) = 2 rect

(
f

2fc

)
.

也可从矩形对 [T5] 经对偶 [P12]（方法 [M5]）倒读出同一变换对。频域宽度 2fc 决定时域零点间隔

1/(2fc)，频域高度 2 决定时域中心值 4fc。

第 3 步：用时域恒等式回代，核验整条构造链。 用 2 sinu cosu = sin(2u)，

x(t) cos(2πfct) = 4fc
sin(2πfct) cos(2πfct)

2πfct

= 4fc Sa(4πfct) = g(t).

此 g(t) 再用 [T6]、[P1] 正好变成 rect(f/(4fc))。可见在这个特殊拼接例子中，两份邻接矩形谱连成
一块更宽矩形，时域 Sa 的零点间隔因此减半。

t

x(t)：中心值 4fc

1
2fc

− 1
2fc

t

g(t)：中心值不变，首零点距离减半

1
4fc

− 1
4fc
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Sa过零点与核验。 x(t)的零点由 2πfct = kπ得 t = k/(2fc)，k ̸= 0。余弦额外引入 t = (2ℓ+1)/(4fc)；

两类合在一起恰好是 g(t) 的全部 Sa零点 t = k/(4fc)，k ̸= 0。这些是时域零点，不能写成频率 f 的零

点。频域矩形外为整段零值。面积核验为 x(0) =
∫
X(f) df = 4fc，g(0) =

∫
G(f) df = 4fc，与 cos 0 = 1

一致。

附录二 H：用形状选择方法，用结构核验结果

1. 先核对拼法。矩形相加逐区间核对高度（[M1]、[M2]）；卷积核对底宽、顶宽和峰值（[M3]）。
时域式子拼错了，性质再熟也救不回来。

2. 看零频率。对可积脉冲，X(0) =
∫
x(t) dt；对周期信号，C0 是一个周期平均值。相减后面积为

零通常意味着直流为零；若含冲激，不能当普通函数直接代原点。

3. 看对称性与相位。实偶波形给实偶谱，实奇波形给纯虚奇谱（[P14]、[P15]）；整体时移只乘线
性相位（[P2]），不改变幅度和已有零点。

4. 看零点属于谁。先解每个 Sa 因子的自变量等于 kπ，k ̸= 0；再解余弦、正弦等相消因子。加法

要解合成式，乘法才并集。平方 Sa 的零点是二重零点，不穿越横轴。

5. 看周期化的三种对象。母谱 P (f)是连续频率函数；Cn = P (n/T0)/T0 是数列（[P17]）；Xp(f) =∑
Cnδ(f − n/T0) 是冲激谱（[P16]）。缺谐波必须同时满足母谱零点条件与整数谐波条件。

6. 为通信课保留三条结构。码元脉冲决定基本包络；系数和延时序列通过 [M9] 决定各份脉冲怎样
相加；载波通过 [M7] 把母谱搬到载频附近。一般数字序列不一定周期，不能都套 [P17]；本附
录处理的是确定信号的 FT/FS，随机码流的功率谱还需统计模型。

什么时候用定义式？当母信号不在表中且形状暂时不能拆成已知操作时，先按定义算这一份母谱；之

后所有反折、移位、伸缩和组合都从它出发。定义式也可用于核验面积和系数。性质法的目的，是让

已经认出的结构不再重复积分。
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